
Ëåêöèè ïî êîìïëåêñíîìó àíàëèçó, âåñíà

2023

Äîìðèíà À.Â.

10 èþíÿ 2023



Îãëàâëåíèå

1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë. Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Ïðåäåë

è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 5

1.1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è îïåðàöèè íàä íèìè . . . . . . . . . . 5
1.2 Íåìíîãî î ìíîæåñòâàõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. . . . . . 8
1.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. . . . . . . 9
1.4 Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü è ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ

ïðîåêöèÿ, êàê åå ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. . . . . . . 12
1.5 Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïðåäåë è íåïðåðûâ-

íîñòü. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-

ãî. Êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå. Îïðåäåëåíèå è

ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. 17

2.1 Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë àðãóìåíòà è ìîäóëÿ êîìïëåêñíîé

ïðîèçâîäíîé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3 Îïðåäåëåíèå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå. Íåîáõî-

äèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíôîðìíîñòè ãëàäêîãî îòîá-
ðàæåíèÿ â òî÷êå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4 Câîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé. . . . . . . . . . . . 25

3 Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Èíòå-

ãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè, èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè.

Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. 30

3.1 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
îòíîñÿùèåñÿ ê êðèâûì è êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëàì âòî-
ðîãî ðîäà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1



3.2 Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è åãî ñâîé-
ñòâà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.1 Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî âäîëü

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé. . . . . . . . 35
3.3 Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè. . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.3.1 Ãîìîòîïè÷åñêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû Êîøè. Ïîíÿòèå îä-
íîñâÿçíîé îáëàñòè. Òåîðåìà Êîøè äëÿ îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.4 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè. Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãî-
ëîìîðôíîé ôóíêöèè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4 Èíòåãðàë òèïà Êîøè, áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è äîêàçàòåëü-

ñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû. Ïåðâîîáðàçíàÿ ãîëîìîðô-

íîé ôóíêöèè, òåîðåìà Ìîðåðû. Ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ

î ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ. 41

4.1 Èíòåãðàë òèïà Êîøè, áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.2 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ, äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àë-
ãåáðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.3 Ïåðâîîáðàçíàÿ. Òåîðåìà Ìîðåðû. . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.4 Ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ î ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ . . . . 51

5 Ðÿäû ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàñ-

ñà. Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿä Òåéëîðà ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Íóëè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè 55

5.1 Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî è èõ ñâîéñòâà. Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
âíóòðè îáëàñòè. Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà . . . . . . . 55

5.2 Ñòåïåííûå ðÿäû è èõ ñâîéñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5.3 Ðÿä Òåéëîðà ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . 61
5.4 Íóëè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè . . . 65

6 Ðÿäû Ëîðàíà. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè ãîëîìîðô-

íûõ ôóíêöèé. 69

6.1 Ðÿäû Ëîðàíà è èõ ñâîéñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
6.2 Ðàçëîæåíèå ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â êîëüöå â ðÿä Ëîðàíà 72
6.3 Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2



6.3.1 Îïèñàíèå óñòðàíèìûõ îñîáûõ òî÷åê. . . . . . . . . . 75
6.3.2 Îïèñàíèå ïîëþñîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
6.3.3 Ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî îñî-

áîé òî÷êè. Òåîðåìà Ñîõîöêîãî. . . . . . . . . . . . . . 78
6.4 Áåñêîíå÷íîñòü, êàê èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà. . . . . . . 79

7 Âû÷åòû. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ 81

7.1 Ïîíÿòèå âû÷åòà, òåîðåìà Êîøè î âû÷åòàõ, ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
7.1.1 Âû÷åò â òåðìèíàõ ðÿäà Ëîðàíà, ôîðìóëû äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
7.2 Âû÷åò â áåñêîíå÷íîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
7.3 Ïðèìåíåíèå òåîðèè âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþ âåùåñòâåííûõ

èíòåãðàëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
7.3.1 Ëåììà Æîðäàíà, âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-

ðüå îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. . . . . . . . . . . . . . 87
7.3.2 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ

ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ. . . . . . . . . . . . . . . 89

8 Ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò. Èçìåíåíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè

âäîëü êðèâîé è åãî ñâîéñòâà. Ïðèíöèï àðãóìåíòà. Òåîðå-

ìà Ðóøå. 93

8.1 Òåîðåìà î ëîãàðèôìè÷åñêîì âû÷åòå, ëåììà î ëîãàðèôìè-
÷åñêîì âû÷åòå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

8.2 Èçìåíåíèå àðãóìåíòà âäîëü êðèâîé. Èçìåíåíèå àðãóìåíòà
ôóíêöèè âäîëü êðèâîé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

8.3 Ïðèíöèï àðãóìåíòà, òåîðåìà Ðóøå, äîêàçàòåëüñòâî îñíîâ-
íîé òåîðåìû àëãåáðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

9 Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé 106

9.1 Ëåììà î ÷èñëå ïðîîáðàçîâ âáëèçè äàííîé òî÷êè, ïðèíöèï
ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè, êðèòåðèé ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè,
òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè (îáùèé ñëó÷àé) . . . . . . . . 106

10 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè, ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìî-

íè÷åñêèõ ôóíêöèé 111

3



10.1 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè è
åãî ñëåäñòâèÿ. Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà äëÿ ðÿäîâ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

10.2 Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðèí-
öèï (ëîêàëüíîãî) ýêñòðåìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé 113

11 Îáùèå ïðèíöèïû êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Êîíôîðì-

íûå îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå ýëåìåíòàðíûìè ôóíê-

öèÿìè 116

11.1 Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ îáëàñòåé ðàñøèðåííîé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

11.2 Îáðàòíûé ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö; òåîðåìû Êàðà-
òåîäîðè è Ðèìàíà (áåç äîêàçàòåëüñòâà) . . . . . . . . . . . . 119

11.3 Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . 122
11.3.1 Câîéñòâà äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé . . . . . . . 123

11.4 Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå ýëåìåíòàðíû-
ìè ôóíêöèÿìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
11.4.1 Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè . . 130
11.4.2 Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
11.4.3 Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
11.4.4 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè . . 137

12 Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå 139

12.0.1 Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ñõîäÿùèìñÿ
ðÿäîì íà èíòåðâàëå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé . . . . . . 139

12.1 Ëåììà î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè,
ïðèíöèï ñèììåòðèè è åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîí-
ôîðìíûõ îòîáðàæåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

12.2 Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå Ã-ôóíêöèè . . . . . . . . . . . 146

4



Ãëàâà 1

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ

ïëîñêîñòü. Ïðåäåë è

íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

1.1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è îïåðàöèè íàä íè-

ìè

Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C åñòü ìíîæåñòâî óïîðÿäî-
÷åííûõ ïàð (x, y) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Òî÷êè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è îáîçíà÷àþòñÿ z = (x, y). Êîîðäè-
íàòû x è y íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = (x, y) è îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç

x = Re z, y = Im z.

Îñè àáñöèññ è îðäèíàò áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííîé è
ìíèìîé îñÿìè. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ëåæàùèå íà âåùåñòâåííîé îñè, íà-
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çûâàþòñÿ âåùåñòâåííûìè (èëè äåéñòâèòåëüíûìè), êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà, ëåæàùèå íà ìíèìîé îñè, íàçûâàþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè.

Êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = (x, y) ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííîå ê íåìó ÷èñëî z = (x,−y).

Ðàññìàòðèâàÿ ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C êàê âåùåñòâåííóþ
ïëîñêîñòü R2, ìîæíî ââåñòè íà íåì ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
(íàä ïîëåì R). Âåêòîðû 1 := (1, 0) è i = (0, 1) îáðàçóþò áàçèñ â C, ëþáîå
êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y) â ýòîì áàçèñå èìååò âèä

z = (x, y) = x · 1 + y · i ≡ x+ iy.

Çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â âèäå x+ iy íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ôîð-
ìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Èç àêñèîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àåì
ôîðìóëó ñëîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2).

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C óìíîæåíèå, êîòîðîå íà áà-
çèñíûõ ýëåìåíòàõ 1 è i çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó

1 · 1 = 1, 1 · i = i · 1 = i, i · i = −1,

à äàëåå ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè íà âñå C:

(x1 + iy1) · (x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

Òàê îïðåäåëåííûå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñè-
îìàì ïîëÿ, â êîòîðîì íóëåì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 0 := (0, 0), åäèíèöåé, êàê è
âûøå, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1 = (1, 0), à îáðàòíûì ê ïðîèçâîëüíîìó êîìïëåêñ-
íîìó ÷èñëó z = x+ iy, íå ðàâíîìó íóëþ, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî

z−1 ≡ 1

z
=

x

x2 + y2
− i y

x2 + y2
.

Òàêèì îáðàçîì, C ÿâëÿåòñÿ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îñíîâíûì îò-
ëè÷èåì ïîëÿ C îò ïîëåé Q è R ÿâëÿåòñÿ åãî àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíó-
òîñòü: êàæäûé íåïîñòîÿííûé ïîëèíîì ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè èìååò â C êîðåíü. Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû,
íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ êîòîðîé áóäóò ïðåäëîæåíû â êóðñå.
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Ðèñ. 1.1:

Ïîëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïóñòü z = x+ iy ∈ C. Èñïîëüçóÿ ïîëÿð-
íûå êîîðäèíàòû x = r cosφ, y = r sinφ, èìååì ïîëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå

z = reiφ := r cosφ+ ir sinφ. (1.1)

Âåëè÷èíà r = |z| :=
√
x2 + y2 íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z = x + iy. Îòìåòèì, ÷òî óãîë φ ïðåäñòàâëåíèè (1.1) îïðåäåëåí íåîäíî-
çíà÷íî. Åñëè z = 0, òî îí ìîæåò áûòü ëþáûì. Åñëè z 6= 0, òî óãîë φ
îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî 2π. Ïóñòü arg z ∈ (−π, π] � óãîë ìåæäó ïîëî-
æèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì âåùåñòâåííîé îñè è âåêòîðîì z (ñì. ðèñ. 1.1).
Â òàêîì ñëó÷àå óãîë φ óäîâëåòâîðÿåò ïîëÿðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (1.1)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

φ ∈ Arg z := {arg z + 2πk, k ∈ Z}.

Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Arg z íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z. Âåëè÷èíó arg z ∈ (−π, π] èíîãäà íàçûâàþò ãëàâíûì çíà÷å-
íèåì àðãóìåíòà ÷èñëà z.

Ôîðìóëû óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðèîáðåòàþò â
ïîëÿðíîé ôîðìå óäîáíûé âèä. Ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë z1 = r1e

iφ1 è z2 = r2e
iφ2 ðàâíû

z1z2 = r1e
iφ1 · r2e

iφ2 = r1r2e
i(φ1+φ2),

z1

z2

=
r1

r2

ei(φ1−φ2).

Èçâëå÷åíèå êîðíÿ. Ïóñòü n ∈ N, a ∈ C. Ðåøèì óðàâíåíèå

zn = a. (1.2)

Ïðåäñòàâèì z è a â ïîëÿðíîé ôîðìå: z = reiφ, a = ρei arg a. Òîãäà rneinφ =
ρi arg a.
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Ðèñ. 1.2:

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Åñëè a = 0, òî ρ = 0, ñëåäîâàòåëüíî, r = 0 è
z = 0 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2).

Åñëè a 6= 0, òî rn = ρ, nφ = arg a+ 2πk, k ∈ Z, ïîýòîìó

z ∈ {zk = n
√
ρei

arg a+2πk
n , k ∈ Z} (1.3)

Òàê êàê zk = zk±n = zk±2n = . . . , òî â ôîðìóëå (1.3) äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü
k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. ×èñëà z0, . . . , zn−1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè îíè ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà,
âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà n

√
ρ (ñì. 1.2). Èòàê,

ïðè a 6= 0, óðàâíåíèå (1.2) èìååò ðîâíî n êîðíåé

zk = n
√
ρei

arg a+2πk
n , k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

1.2 Íåìíîãî î ìíîæåñòâàõ íà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè.

Îáùèå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ìíîæåñòâàì èç R2 àâòîìàòè÷åñêè ïåðå-
íîñÿòñÿ íà ìíîæåñòâà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî
E ⊂ C íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îíî îòêðûòî êàê ìíîæåñòâî èç R2.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ïðåäåëüíûå
òî÷êè ìíîæåñòâà, çàìûêàíèå E ìíîæåñòâà E, ãðàíèöà ∂E ìíîæåñòâà E
è ò.ä. Íàïîìíèì, ÷òî îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå1 ìíîæåñòâî D ⊂ C íàçû-

1ÌíîæåñòâîD íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê c1, c2 ∈ D
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ γ ∈ D ñ íà÷àëîì â òî÷êå c1 è êîíöîì â òî÷êå c2.
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âàåòñÿ îáëàñòüþ. Ìíîæåñòâî E1 íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíî ïðèíàäëåæàùèì
ìíîæåñòâó E2, åñëè E1 îãðàíè÷åíî è E1 ⊂ E2 (îáîçíà÷åíèå E1 b E2).

Ïóñòü c ∈ C, ε > 0. Êàê è â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå, íàçîâåì ìíîæå-
ñòâà

Uε(c) = {z ∈ C : |z − c| < ε}, U0
ε (c) = {z ∈ C : 0 < |z − c| < ε}

ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c è ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c. Ïåðâîå èç
ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì êðóãîì, âòîðîå � ïðîêîëîòûì îòêðûòûì
êðóãîì. Öåíòðû êðóãîâ íàõîäÿòñÿ â òî÷êå c, ðàäèóñû ðàâíû ε. Èç ñâîéñòâ
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî D ⊂ C îòêðû-
òî ⇐⇒ äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ D ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî
Uδ(c) ⊂ D.

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c íàçîâåì ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî D ⊂ C,
ñîäåðæàùåå c. Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c íàçîâåì ëþáîå îò-
êðûòîå ìíîæåñòâî D ⊂ C \ {c}, ñîäåðæàùåå U0

δ (c) äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.
Îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà M ⊂ C íàçîâåì ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî,
ñîäåðæàùååM.

1.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áåç èç-
ìåíåíèÿ ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü {zn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
×èñëî c ∈ C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} (îáîçíà-
÷åíèå: c = limn→∞ zn), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð
N(ε) ∈ N, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|zn − c| < ε. (1.4)

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó-
÷àåì, ÷òî limn→∞ zn = c ⇐⇒ limn→∞ |zn − c| = 0.

Ïîëàãàÿ xn = Re zn, yn = Im zn, a = Re c, b = Im c, ïîëó÷àåì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {(xn, yn)} ïëîñêîñòè R2 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (a, b).
Ýòî äàåò ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ïîíÿòèÿ ïðåäåëà: c = limn→∞ zn ⇐⇒
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ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè c ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}
çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {(xn, yn)} ïëîñêî-
ñòè R2 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà limn→∞ xn = a,
limn→∞ yn = b. Ìû òàêæå ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü xn = Re zn, yn = Im zn,a, b ∈ R. Òîãäà

lim
n→∞

zn = a+ ib ⇐⇒ lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b. (1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü limn→∞ zn = c := a + ib. Òàê êàê 0 ≤ |xn − a| ≤
|zn − c|, 0 ≤ |yn − b| ≤ |zn − c| è limn→∞ |zn − c| = 0, òî limn→∞ xn = a,
limn→∞ yn = b.

Îáðàòíî. Ïóñòü limn→∞ xn = a, limn→∞ yn = b. Èç íåðàâåíñòâà òðå-
óãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî |zn− c| = |(xn− a) + i(yn− b)| ≤ |xn− a|+ |yn− b|,
ñëåäîâàòåëüíî, limn→∞ zn = c.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è ñâîéñòâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë: åñëè limn→∞ zn = c, limn→∞wn = d, òî

lim
n→∞

(zn + wn) = c+ d,

lim
n→∞

znwn = cd,

åñëè wn 6= 0 äëÿ âñåõ n ∈ N è d 6= 0, òî

lim
n→∞

zn
wn

=
c

d
.

Îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
òàêîå æå, êàê è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî R > 0, ÷òî |zn| < R äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
n.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèÿ 1 è òåîðåìó Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë {Re zn} è {Im zn}, ïîëó÷àåì
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}.
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Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà. Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.

Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè cõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn}, {yn}
è äâîéíîå íåðàâåíñòâî

max(|xn − xn+p|, |yn − yn+p|) ≤ |zn − zn+p| ≤ |xn − xn+p|+ |yn − yn+p|,

ðàññóæäàÿ, êàê â ïðåäëîæåíèè 1, ïîëó÷àåì
Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {zn} ñõîäèòñÿ ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð
N(ε) ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ≥ N è p ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|zn − zn+p| < ε.

Îïèðàÿñü íà ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïðè-
âåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ðÿäàõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü zn ∈ C, n ∈ N. Ðÿä
∞∑
n=1

zn (1.6)

íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷-
íûõ ñóìì Sn =

∑n
k=1 zk. Åñëè limn→∞ Sn = S, òî ÷èñëî S íàçûâàåòñÿ

ñóììîé ðÿäà (1.6), S =
∑∞

n=1 zn. Ðÿä (1.6) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿ-
ùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=1 |zn|.

Òî÷íî òàê æå, êàê â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.

Èç êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûòåêàåò
Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ðÿä

∑∞
n=1 zn ñõîäèòñÿ ⇐⇒

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N(ε) ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáûõ
n ≥ N è p ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |zn+1 + · · ·+ zn+p| < ε.

Êðèòåðèé Êîøè âëå÷åò
Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Îáùèé ÷ëåí ñõîäÿùåãî-

ñÿ ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Ïðèâåäåì ñâîéñòâà ðÿäîâ, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç àíà-

ëîãè÷íûõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
1. Ïóñòü xn = Re zn, yn = Im zn, a, b ∈ C. Òîãäà

∞∑
n=1

zn = a+ ib ⇐⇒
∞∑
n=1

xn = a,
∞∑
n=1

yn = b. (1.7)
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2. Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè. Ïóñòü
∑∞

n=1 zn = S1,
∑∞

n=1wn = S2, λ, µ ∈ C.
Òîãäà

∞∑
n=1

(λzn + µwn) = λS1 + µS2.

1.4 Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü è ñòå-

ðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, êàê åå ãåîìåò-

ðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê áåñ-
êîíå÷íîñòè:

lim
n→∞

zn =∞, (1.8)

åñëè limn→∞ |zn| =∞.

Òàêèì îáðàçîì, limn→∞ zn =∞ åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî R > 0
âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷-
íîãî èõ ÷èñëà, ñîäåðæàòñÿ âíå êðóãà ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà R.

Îòìåòèì, ÷òî èç íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, äîïîëíåííàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé: C :=
C ∪ {∞}. Ìíîæåñòâî Uε(∞) = {∞} ∪ {z ∈ C : |z| > ε} áóäåì íàçûâàòü
ε-îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íîñòè, U0

ε (∞) = {z ∈ C : |z| > ε} áóäåì íàçûâàòü
ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ⊂ C íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê c ∈ C (ïè-
øóò limn→∞ zn = c), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð
N(ε) ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ N ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå zn ∈ Uε(c). Ýòî
îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèÿìè ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ñõîäÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè â C îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñòâîì: èç ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} ⊂ C ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü.
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Ðèñ. 1.3:

Còåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñòå-
ðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Ïóñòü

S =
{

(ξ, η, ζ) ∈ R3 : ξ2 + η2 + ζ2 = ζ
}

(1.9)

� ñôåðà ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0, 1
2
) ðàäèóñà 1

2
. ×åðåç N(0, 0, 1) îáîçíà-

÷èì ñåâåðíûé ïîëþñ ñôåðû S (ñì. ðèñ. 1.3). Êàæäîìó ÷èñëó z = x+ iy ∈
C ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó Z(x, y, 0) ïëîñêîñòè ζ = 0. Ïóñòü M(z)
� òî÷êa ïåðåñå÷åíèÿ S \ N è ïðÿìîé NZ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò
òî÷êè M(z) çàïèøåì ïðÿìóþ NZ ïàðàìåòðè÷åñêè

ξ = tx, η = ty, ζ = 1− t. (1.10)

Ïîäñòàâèâ (1.10) â óðàâíåíèå (1.9), ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî t = 0, ëèáî
t = 1

1+|z|2 . Çíà÷åíèþ t = 0 îòâå÷àåò òî÷êà N , çíà÷åíèþ t = 1
1+|z|2 îòâå÷àåò

òî÷êà M(z) ñ êîîðäèíàòàìè

ξ =
x

1 + |z|2
, η =

y

1 + |z|2
, ζ =

|z|2

1 + |z|2
.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå S \N → C íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåê-
öèåé. Òàê êàê t = 1 − ζ, òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ çàäàåòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿìè

x =
ξ

1− ζ
, y =

η

1− ζ
.

13



Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ⊂ C ñõî-
äèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ⇐⇒ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {M(zn)} òî÷åê ñôåðû S
ñõîäèòñÿ ê òî÷êå N . Ïîýòîìó ïðîäîëæèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ
äî îòîáðàæåíèÿ S → C, ñîïîñòàâèâ ïîëþñó N òî÷êó∞. Ïîñòðîåííàÿ ìî-
äåëü ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñôåðîé Ðèìàíà.

1.5 Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïðå-

äåë è íåïðåðûâíîñòü.

Ïóñòü E ⊂ C. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå E îïðåäåëåíà êîìïëåêñ-
íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(z), åñëè êàæäîé òî÷êå z = x + iy ∈ E ïîñòàâëåíî
â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ∈ C, ãäå u(x, y) = Re f(z),
v(x, y) = Im f(z). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé äåé-
ñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé u(x, y), v(x, y) äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåäåë ôóíêöèè. Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäåëîì äåéñòâèòåëüíîé ôóíê-
öèè îäíîãî ïåðåìåííîãî äàäèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z), çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå E.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü c ∈ C � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, ×èñ-
ëî C ∈ C íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(z) ïðè z → c ïî ìíîæåñòâó
E, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
z ∈ E, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0 < |z − c| < δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî |f(z) − C| < ε. Ïðè ýòîì ïèøóò limz→c,z∈E f(z) = C. Ôóíêöèÿ f(z)
íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè z → c ïî ìíîæåñòâó E, åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ E,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0 < |z − c| < δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|f(z)| > ε. Ïðè ýòîì ïèøóò limz→c,z∈E f(z) =∞.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíî-
æåñòâà E, C ∈ C. Òîãäà limz→∞,z∈E f(z) = C, åñëè limζ→0, 1

ζ
∈E f(1

ζ
) = C.

Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, âìåñòî limz→c,z∈E f(z) áóäåì ïèñàòü
limz→c f(z).

Ïóñòü c, C ∈ C, a = Re c, b = Im c, A = ReC, B = ImC.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü c ∈ C � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E,

14



ôóíêöèÿ f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E. Òîãäà

lim
z→c

f(z) = C ⇐⇒ lim
(x,y)→(a,b)

u(x, y) = A, lim
(x,y)→(a,b)

v(x, y) = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 1, âîñïîëüçó-
åìñÿ äâîéíûì íåðàâåíñòâîì

max(|u(x, y)−A|, |v(x, y)−B|) ≤ |f(z)−C| ≤ |u(x, y)−A|+ |v(x, y)−B|.
(1.11)

Ïóñòü limz→c f(z) = C. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) >
0, ÷òî ïðè z ∈ E, 0 < |z − c| < δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(z)− C| < ε.
Èç (1.11) ïîëó÷àåì, ÷òî max(|u(x, y)−A|, |v(x, y)−B|) < ε, ñëåäîâàòåëüíî,
lim(x,y)→(a,b) u(x, y) = A, lim(x,y)→(a,b) v(x, y) = B.

Ïóñòü lim(x,y)→(a,b) u(x, y) = A, lim(x,y)→(a,b) v(x, y) = B. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî ïðè z ∈ E, 0 < |z − c| < δ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî max(|u(x, y) − A|, |v(x, y) − B|) < ε

2
. Òîãäà èç

(1.11) èìååì |f(z) − C| ≤ |u(x, y) − A| + |v(x, y) − B| < ε, ïîýòîìó
limz→c,z∈E f(z) = C.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 è ñâîéñòâ ïðåäåëîâ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé âûòå-
êàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî:
åñëè limz→c f1(z) = C1, limz→c f2(z) = C2, òî limz→c(f1(z)+f2(z)) = C1+C2,
limz→c f1(z)f2(z) = C1C2; åñëè ôóíêöèÿ f2(z) îòëè÷íà îò íóëÿ è C2 6= 0,

òî limz→c
f1(z)
f2(z)

= C1

C2
.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà íà ïëîòíîì2 â ñåáå
ìíîæåñòâå E ⊂ C è c ∈ E. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êå c, åñëè limz→c f(z) = f(c). Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà
ìíîæåñòâå E (ïèøóò f ∈ C(E)), åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé åãî
òî÷êå.

Èç ñâîéñòâ ïðåäåëîâ ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè, ÷àñòíîå äâóõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â òî÷êàõ, ãäå
çíàìåíàòåëü íå ðàâåí íóëþ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò

2Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì â ñåáå, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ íåãî.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü f ∈ C(E), u(x, y) = Re f(z), v(x, y) = Im f(z).
Òîãäà f ∈ C(E) ⇐⇒ u, v ∈ C(E).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 è ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé
âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: ïóñòü f ∈
C(E), f(E) ⊂ D è g ∈ C(D). Òîãäà g ◦ f ∈ C(E).

Òàêæå èç ïðåäëîæåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòå ôóíê-
öèÿ îãðàíè÷åíà íà íåì.

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà íà ïëîòíîì â ñåáå
ìíîæåñòâå E ⊂ C. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà
ìíîæåñòâå E, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε) >
0, ÷òî äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ E, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z1 − z2| < δ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(z1)− f(z2)| < ε.

Ðàññóæäàÿ, êàê â ïðåäëîæåíèè 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) =
u(x, y) + iv(x, y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå E ⇐⇒ ôóíêöèè
u(x, y), v(x, y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà E. Òàêèì îáðàçîì, åñëè E �
êîìïàêò, òî f ∈ C(E) ⇐⇒ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E.
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Ãëàâà 2

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ â

òî÷êå. Îïðåäåëåíèå è

ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
c = a+ ib.

Îáîçíà÷èì, êàê îáû÷íî, ∆x := x − a, ∆y := y − b, ∆z := ∆x + i∆y,
∆u := u(x, y) − u(a, b), ∆v := v(x, y) − v(a, b), ∆f := f(z) − f(c) = ∆u +
i∆v. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî u(x, y) è v(x, y)
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå c ⇐⇒ ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà A1, A2, B1,
B2 ∈ R, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè c ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

∆u =A1∆x+ A2∆y + o1(|∆z|),
∆v =B1∆x+B2∆y + o2(|∆z|).

(2.1)

(Çäåñü, êàê îáû÷íî, ôóíêöèè oj ïðè j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-

íèþ limz→c
oj(|∆z|)
|∆z| = 0. ) Ïðè ýòîì, åñëè ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) äèôôå-

ðåíöèðóåìû â òî÷êå c, òî A1 = ∂u
∂x
, A2 = ∂u

∂y
, B1 = ∂v

∂x
, B2 = ∂v

∂y
, ãäå âñå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå c.
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Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, èëè
C-äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå c, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C ∈ C, ÷òî
â îêðåñòíîñòè òî÷êè c ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

∆f = C∆z + o(|∆z|). (2.2)

Çäåñü o(|∆z|) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîò-

íîøåíèþ limz→c
o(|∆z|)
|∆z| = 0. Óäîáíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî o(|∆z|) =

o(1)∆z, ãäå limz→c o(1) = 0. Äåëÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.2) íà ∆z è
óñòðåìëÿÿ ∆z ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî f(z) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò limz→c

∆f
∆z

= C := f ′(c).
×èñëî f ′(c) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå c.
Èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå c, íåïðåðûâíà
â ýòîé òî÷êå.

2.1 Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(z) â òî÷êå c íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â òî÷êå c âî-ïåðâûõ, ôóíêöèè u(x, y) è
v(x, y) áûëè äèôôåðåíöèðóåìû è âî-âòîðûõ, âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ Êîøè-
Ðèìàíà

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (2.3)

Åñëè f(z) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå c, òî

f ′(c) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
=
∂u

∂x
− i∂u

∂y
, (2.4)

âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f(z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
c. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå C ∈ C, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (2.2).
Ïîäñòàâèâ ∆f = ∆u + i∆v, ∆z = ∆x + i∆y, C = P + iQ, o(|∆z|) =
o1(|∆z|) + io2(|∆z|) â (2.2), ïîëó÷àåì

∆u+ i∆v = (P + iQ)(∆x+ i∆y) + o1(|∆z|) + io2(|∆z|). (2.5)

Ïðèðàâíèâàÿ â ýòîì ñîîòíîøåíèè äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, ïî-
ëó÷àåì

∆u =P∆x−Q∆y + o1(|∆z|)
∆v =Q∆x+ P∆y + o2(|∆z|).

(2.6)
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Òàê êàê max(|o1(|∆z|)|, |o2(|∆z|)|) ≤ |o(|∆z|)| è limz→c
o(|∆z|)
|∆z| = 0, òî è

limz→c
o1(|∆z|)
|∆z| = limz→c

o2(|∆z|)
|∆z| = 0. Îòñþäà äëÿ A1 = B2 = P , B1 = −A2 =

Q èìååò ìåñòî (2.1), ïîýòîìó ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû
â òî÷êå c è

∂u

∂x
=
∂v

∂y
= P,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= Q,

ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â òî÷êå c, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà (2.3).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü â òî÷êå c ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äèôôå-
ðåíöèðóåìû, à èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Êîøè-
Ðèìàíà (2.3). Ïîëîæèì P := ∂u

∂x
(c), Q := ∂v

∂x
(c). Òîãäà â òî÷êå c èìåþò

ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (2.6), ãäå limz→c
o1(|∆z|)
|∆z| = limz→c

o2(|∆z|)
|∆z| = 0. Îòñþäà

∆f = ∆u+ i∆v = P∆x−Q∆y + i(Q∆x+ P∆y) + o1(|∆z|) + io2(|∆z|) =

= (P + iQ)(∆x+ i∆y) + o1(|∆z|) + io2(|∆z|) =

= (P + iQ)∆z + o(|∆z|).
(2.7)

Òàê êàê |o(|∆z|)| = |o1(|∆z|) + io2(|∆z|)| ≤ |o1(|∆z|)| + |o2(|∆z|)|, òî
limz→c

o(|∆z|)
|∆z| = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå c è f ′(c) =

P + iQ = ∂u
∂x

+ i ∂v
∂x
. Èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà ïîëó÷àåì äâà îñòàâøèõñÿ

ðàâåíñòâà â (2.4).

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü n ∈ N, z ∈ C. Òîãäà

(zn)′ = lim
ξ→z

ξn − zn

ξ − z
= lim

ξ→z
(ξn−1 + zξn−2 + · · ·+ zn−1) = nzn−1.

2. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f(z) = z = x − iy. Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòà ôóíêöèÿ R-äèôôåðåíöèðóåìà. Îäíàêî ∂u

∂x
= 1, ∂v

∂y
= −1, ïîýòîìó

óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà íå âûïîëíåíû íè â îäíîé òî÷êå z ∈ C, ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèÿ z íå ÿâëÿåòñÿ C-äèôôåðåíöèðóåìîé íè â îäíîé òî÷êå.

3. Ïîëîæèì

f(z) =

{
z5

|z|4 ïðè z 6= 0,

0 ïðè z = 0.
(2.8)
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Ïîêàæåì, ÷òî â íóëå ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ C-äèôôåðåíöèðóåìîé, íî
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà. Äåéñòâèòåëüíî, óñòðåìèì z ê íó-
ëþ ïî ëó÷ó, îáðàçóþùåìó óãîë θ ∈ (−π, π] ñ îñüþ x. Íà ýòîì ëó÷å z = reiθ,
f(z) = re5iθ, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà

lim
r→0+0

f(reiθ)− f(0)

reiθ
= lim

r→0+0

re5iθ

reiθ
= e4iθ

ÿâëÿåòñÿ íåïîñòîÿííîé ôóíêöèåé óãëà θ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ
C-äèôôåðåíöèðóåìîé â íóëå.

Ïðè x, y ∈ R èìååì f(x) = x, f(iy) = iy, ïîýòîìó u(x, 0) = x, v(x, 0) =
0, u(0, y) = 0, v(0, y) = y è

∂u

∂x
(0, 0) =

∂v

∂y
(0, 0) = 1,

∂u

∂y
(0, 0) = −∂v

∂x
(0, 0) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, â íóëå ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà.

2.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë àðãóìåíòà è ìî-

äóëÿ êîìïëåêñíîé ïðîèçâîäíîé.

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y)+iv(x, y) îïðåäåëåíà â îêðåñò-
íîñòè U òî÷êè c = a+ ib. Íàðÿäó ñ ôóíêöèåé f ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îòîáðàæåíèå w = f(z): x+ iy → u+ iv, çàäàâàåìîå ðàâåíñòâàìè

u = u(x, y), v = v(x, y).

Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷-
êå c. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå ⇐⇒ ñóùå-
ñòâóþò òàêèå P , Q ∈ C, ÷òî â òî÷êå c ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ
w = f(z) èìååò âèä (∂u

∂x
∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
=

(
P −Q
Q P

)
. (2.9)

Ïðè ýòîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (2.9), òî f ′(c) = P + iQ.
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Ðèñ. 2.1:

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) íåïðåðûâíû â
òî÷êàõ ìíîæåñòâà U . Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ êðèâóþ γ, ëåæàùóþ â U
è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó c, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì γ(t) = x(t) + iy(t):
[α, β]→ U , γ(t0) = c. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèè x(t), y(t) äèôôåðåíöèðóå-
ìû â òî÷êå t0. Òîãäà

γ′(t0) = lim
t→t0

γ(t)− γ(t0)

t− t0
= x′(t0) + iy′(t0)

� êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé γ â òî÷êå c (ñì. ðèñ.2.1).
Ðàññìîòðèì êðèâóþ Γ, ÿâëÿþùóþñÿ îáðàçîì êðèâîé γ ïðè îòîáðàæå-

íèè f . Òîãäà Γ(t) = u(x(t), y(t)) + iv(x(t), y(t)), Γ(t0) = f(c). Èç ñâîéñòâ
ñóïåðïîçèöèè ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè u(x(t), y(t)) è v(x(t), y(t)) íåïðå-
ðûâíû íà îòðåçêå [α, β] è äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t0. Ïîýòîìó êðèâàÿ
Γ íåïðåðûâíà è èìååò êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå f(c).

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè Γ′(t0) è γ′(t0) â ñëó÷àå,
åñëè ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå c.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå c, à êðè-
âûå γ, Γ � òå æå, ÷òî è âûøå. Òîãäà êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê êðèâûì
Γ è γ â òî÷êàõ f(c) è c ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

Γ′(t0) = f ′(c)γ′(t0). (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå c, â
òî÷êàõ ìíîæåñòâà U ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(z)− f(c) = (f ′(c) + o(1))(z − c), (2.11)
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ãäå limz→c o(1) = 0. Ïîäñòàâèì z = γ(t) â (2.11) è ïîäåëèì îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà (2.11) íà t− t0. Òàê êàê Γ(t) = f(γ(t)), Γ(t0) = f(c), γ(t0) = c,
ïîëó÷àåì

Γ(t)− Γ(t0)

t− t0
= (f ′(c) + o(1))

γ(t)− γ(t0)

t− t0
→ f ′(c)γ′(t0)

ïðè t→ t0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàâåíñòâà (2.10) ïðè f ′(c) 6= 0. Äî-
ïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû êàñàòåëüíûé âåêòîð γ′(t0) ê êðèâîé γ â
òî÷êå c áûë îòëè÷åí îò íóëÿ. Çàïèøåì f ′(c) è γ′(t0) â ïîëÿðíîé ôîðìå:

f ′(c) = |f ′(c)|ei arg f ′(c), γ′(t0) = |γ′(t0)|eiθ.

Èç (2.10) ñëåäóåò, ÷òî Γ′(t0) = |Γ′(t0)|eiΘ, ãäå

|Γ′(t0)| = |f ′(c)| · |γ′(t0)|, Θ = arg f ′(c) + θ. (2.12)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé. Âåëè÷èíà Θ − θ
íàçûâàåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà êðèâîé γ â òî÷êå c ïðè îòîáðàæåíèè w =
f(z). Èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî óãîë ïîâîðîòà íå çàâèñèò îò êðèâîé, èìåþùåé
íåíóëåâîé êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå c è ðàâåí arg f ′(c). Òàêèì îáðàçîì,
âñå òàêèå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó c, ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïðè ýòîì
îòîáðàæåíèè íà îäèí è òîò æå óãîë ðàâíûé arg f ′(c).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé. Âåëè÷èíà |Γ′(t0)|
|γ′(t0)|

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàñòÿæåíèåì êðèâîé γ â òî÷êå c ïðè îòîáðàæå-
íèè w = f(z). Èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíîå ðàñòÿæåíèå íå çàâèñèò
îò êðèâîé, èìåþùåé íåíóëåâîé êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå c, è ðàâíî
|f ′(c)|.

2.3 Îïðåäåëåíèå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ

â òî÷êå. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-

âèå êîíôîðìíîñòè ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ

â òî÷êå.

Íàëîæèì íà îòîáðàæåíèå

w = f(z) : (x, y)→ (u(x, y), v(x, y))
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ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: âî-ïåðâûõ, êàê è âûøå, ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)
íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè U òî÷êè c = a + ib è äèôôåðåíöèðóåìû â

òî÷êå c, âî-âòîðûõ, ìàòðèöà ßêîáè
(
A1 A2
B1 B2

)
:=
( ∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)∣∣
c
îòîáðàæåíèÿ

w = f(z) â òî÷êå c íåâûðîæäåíà.
Êàê è âûøå, ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ êðèâóþ γ, çàäàâàåìóþ óðàâ-

íåíèåì γ(t) = x(t) + iy(t): [α, β] → U , γ(t0) = c, è åå îáðàç Γ ïðè îòîá-
ðàæåíèè w = f(z). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå c êðèâàÿ γ èìååò íåíó-
ëåâîé êàñàòåëüíûé âåêòîð γ′(t0) = (p1, p2). Ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè ñóïåðïîçèöèè, êðèâàÿ Γ èìååò â òî÷êå f(c) êàñàòåëüíûé âåêòîð
Γ′(t0) = (P1, P2) ðàâíûé(

P1

P2

)
=

(
A1 A2

B1 B2

)(
p1

p2

)
(2.13)

Òàê êàê γ′(t0) 6= 0 è ìàòðèöà
(
A1 A2
B1 B2

)
íåâûðîæäåíà, òî è Γ′(t0) 6= 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå íåïðåðûâíûå êðèâûå γ1 è γ2, ïðîõîäÿùèå ÷å-
ðåç òî÷êó c = γ1(t1) = γ2(t2) è èìåþùèå â ýòîé òî÷êå íåíóëåâûå êàñà-
òåëüíûå âåêòîðû γ′1(t1) è γ′2(t2).

Îïðåäåëåíèå 12. Óãëîì îò êðèâîé γ1 äî êðèâîé γ2 â òî÷êå c íàçûâàåòñÿ
óãîë1 îò γ′1(t1) äî γ′2(t2).

Îïðåäåëåíèå 13. Îòîáðàæåíèå w = f(z), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèâåäåí-
íûì âûøå îãðàíè÷åíèÿì, íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì â òî÷êå c, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó c è èìåþùèõ â ýòîé òî÷êå
íåíóëåâûå êàñàòåëüíûå âåêòîðû, óãîë â òî÷êå c îò ïåðâîé êðèâîé äî âòî-
ðîé êðèâîé ðàâåí óãëó â òî÷êå f(c) îò îáðàçà ïåðâîé êðèâîé äî îáðàçà
âòîðîé êðèâîé ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z). Êîðî÷å ãîâîðÿ, îòîáðàæå-
íèå w = f(z) íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó
êðèâûìè.

Òåîðåìà 2. Îòîáðàæåíèå w = f(z), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèâåäåííûì
âûøå îãðàíè÷åíèÿì, ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì â òî÷êå c ⇐⇒ ôóíêöèÿ f
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå c è f ′(c) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì ñëåäóþùåå òåõíè÷åñêîå óòâåð-
æäåíèå.

1Óãëîì îò âåêòîðà p äî âåêòîðà q íàçîâåì óãîë, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü p,
÷òîáû ïîëó÷èòü âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ q.
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Ðèñ. 2.2:

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü T � òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ âåùåñòâåííàÿ 2×
2 ìàòðèöà, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ p, q ∈ R2 óãîë îò Tp äî Tq ðàâåí
óãëó îò p äî q. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå R > 0 è φ ∈ (−π, π], ÷òî
T =

(
R cosφ −R sinφ
R sinφ R cosφ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì T =
(
A1 A2
B1 B2

)
. Ðàññìîòðèì ïàðó îðòîãîíàëü-

íûõ âåêòîðîâ p1 =
(

1
1

)
, q1 =

(
1
−1

)
. Ïî óñëîâèþ, âåêòîðû Tp1 =

(
A1+A2
B1+B2

)
è

Tq1 =
(
A1−A2
B1−B2

)
òàêæå îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ðàâíî íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, A2
1 − A2

2 +B2
1 −B2

2 = 0. Ïîëîæèì

R =
√
A2

1 +B2
1 =

√
A2

2 +B2
2 . (2.14)

Òàê êàê ìàòðèöà T íåâûðîæäåíà, òî R 6= 0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó âåêòîðîâ p2 =

(
1
0

)
, q2 =

(
0
1

)
. Òîãäà Tp2 =(

A1
B1

)
, Tq2 =

(
A2
B2

)
. Èç (2.14) ñëåäóåò, ÷òî äëèíû âåêòîðîâ Tp2 è Tq2 ðàâíû

R. Ïóñòü φ � óãîë îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè x äî âåêòîðà Tp2.
Òàê êàê óãîë îò p2 äî q2 ðàâåí π

2
, òî è óãîë îò Tp2 äî Tq2 òîæå ðàâåí

π
2
, çíà÷èò óãîë îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè x äî âåêòîðà Tq2

ðàâåí φ + π
2
(ñì. ðèñ 2.2). Èñïîëüçóÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, ïîëó÷àåì,

÷òî Tp2 =
(
R cosφ
R sinφ

)
, Tq2 =

( −R sinφ
R cosφ

)
. Ïîýòîìó T =

(
R cosφ −R sinφ
R sinφ R cosφ

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f êîí-
ôîðìíî â òî÷êå c. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p = p1 + ip2 êðèâàÿ,
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çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì γ(t) = pt + c, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó c ïðè t = 0
è åå êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå c ðàâåí γ′(0) = p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T
ìàòðèöó ßêîáè îòîáðàæåíèÿ w = f(z) â òî÷êå c. Èç îïðåäåëåíèÿ êîí-
ôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, T =

(
R cosφ −R sinφ
R sinφ R cosφ

)
äëÿ íåêî-

òîðûõ R > 0 è φ ∈ (−π, π]. Èç ñëåäñòâèÿ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå c è f ′(c) = R(cosφ+ i sinφ) 6= 0.

Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà àðãóìåíòà äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

2.4 Câîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ñëåäóþùèå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äîêàçûâàþòñÿ òàê æå, êàê è
â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì èõ áåç äîêàçà-
òåëüñòâà.

1. Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ. Åñëè ôóíêöèè f è g äèôôåðåíöèðóåìû
â òî÷êå z, òî èõ ñóììà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå (ïðè g(z) 6= 0) òîæå
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå z, ïðè÷åì

(f(z) + g(z))′ = f ′(z) + g′(z), (f(z)g(z))′ = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z),(
f(z)

g(z)

)′
=
f ′(z)g(z)− f(z)g′(z)

g2(z)
.

(2.15)

2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñóïåðïîçèöèè. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå z, à ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå f(z), òî ñóïåð-
ïîçèöèÿ g ◦ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z è

(g ◦ f)′(z) = g′(f(z))f ′(z). (2.16)

3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáðàòíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå w = f(z) ãîìåîìîðôíî (òî åñòü âçà-
èìíî îäíîçíà÷íî è âçàèìíî íåïðåðûâíî) ïåðåâîäèò îêðåñòíîñòü U òî÷-
êè c â îêðåñòíîñòü V òî÷êè f(c). ×åðåç z = g(w): V → U îáîçíà÷èì
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê w = f(z). Òîãäà åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå c è f ′(c) 6= 0, òî ôóíêöèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå f(c) è
g′(f(c)) = 1

f ′(c)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ w ∈ V ïîëîæèì z = g(w). Òîãäà w = f(z) è
g(w)−g(f(c))
w−f(c)

= z−c
f(z)−f(c)

. Òàê êàê îòîáðàæåíèå w = f(z) ãîìåîìîðôíî, òî

w → f(c) ⇐⇒ z → c. Îòñþäà

g′(f(c)) = lim
w→f(c)

g(w)− g(f(c))

w − f(c)
= lim

z→c

z − c
f(z)− f(c)

=
1

f ′(c)
.

Îïðåäåëåíèå 14. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíîé â òî÷êå c ∈ C
(ïèøóò f ∈ O(c)), åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U òî÷êè c è f ′(z) ∈ C(U). Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíîé íà ìíî-
æåñòâå D ⊂ C (ïèøóò f ∈ O(D)), åñëè f ãîëîìîðôíà â êàæäîé òî÷êå
ìíîæåñòâà D.

Çàìå÷àíèå 1. Íà ñàìîì äåëå íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé f ′(z) ñëåäóåò
èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ìíîæåñòâà.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìû îïóñêàåì ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò:
Âî-ïåðâûõ, åñëè f, g ∈ O(D), òî f + g, fg ∈ O(D), à åñëè g 6= 0 â

òî÷êàõ ìíîæåñòâà D, òî è f
g
∈ O(D) è ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (2.15).

Âî-âòîðûõ, åñëè D,G � îòêðûòûå ìíîæåñòâà â C, f ∈ O(D), f(D) ⊂
G è g ∈ O(G), òî ñóïåðïîçèöèÿ g ◦ f ∈ O(D) è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
(2.16).

Â òðåòüèõ, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå î ãîëîìîðôíîñòè îáðàòíîé ôóíê-
öèè

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü D,G ∈ C � îòêðûòûå ìíîæåñòâà è îòîá-
ðàæåíèå w = f(z) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì D íà G. ×åðåç z = g(w):
G → D îáîçíà÷èì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê w = f(z). Òîãäà åñëè f ∈
O(D) è f ′ 6= 0 â òî÷êàõ èç D, òî g ∈ O(G) è g′(w) = 1

f ′(g(w))
äëÿ ëþáîãî

w ∈ G.

Çàìå÷àíèå 2. Íà ñàìîì äåëå òðåáîâàíèå f ′(z) 6= 0 âûòåêàåò èç îñòàëüíûõ
óñëîâèé. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìû ïðèâåäåì ïîçæå.

Ïðèìåðû.

4. Èç ôîðìóë (2.15) ñëåäóåò, ÷òî (zn)′ = nzn−1 äëÿ âñåõ öåëûõ n,
ìíîãî÷ëåí P (z) = anz

n + an−1z
n−1 + · · · + a0 äèôôåðåíöèðóåì âî âñåõ
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òî÷êàõ z ∈ C, à ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(z) = P (z)
Q(z)

, ãäå P,Q � ìíîãî-

÷ëåíû, äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ z ∈ C, ãäå Q(z) 6= 0. Ïðè ýòîì
ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ P ′(z) è R′(z) òàêèå æå, êàê è â ñëó÷àå äåé-
ñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Òåì ñàìûì ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèåé âñþäó â C, à ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà âíå ìíîæå-
ñòâà íóëåé çíàìåíàòåëÿ.

5. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êàæäîãî z = x+iy ∈ C îïðåäåëèì
ýêñïîíåíòó êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ôîðìóëîé ez = ex cos y + iex sin y. Òàê
çàäàííàÿ ôóíêöèÿ â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ è ÷èñòî ìíèìûõ çíà÷åíèé
z = x è z = iy ñîâïàäàåò ñ ââåäåííûìè ðàíåå ex è eiy ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-
ñêîëüêó ôóíêöèè u(x, y) = ex cos y è v(x, y) = ex sin y äèôôåðåíöèðóåìû
äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé (x, y) ∈ R2 è

∂u

∂x
=
∂v

∂y
= ex cos y,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= ex sin y,

òî ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèÿ ez äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå z ∈ C. Ïðè
ýòîì

(ez)′ =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= ex cos y + iex sin y = ez.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ez ãîëîìîðôíà âcþäó C. Íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2πi è ez1+z2 = ez1ez2 äëÿ ëþáûõ z1, z2 ∈ C.

6. Ãèïåðáîëè÷åñêèå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïîëîæèì

ch z =
1

2
(ez + e−z), sh z =

1

2
(ez − e−z),

cos z =
1

2
(eiz + e−iz), sin z =

1

2i
(eiz − e−iz).

Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé z = x òàê ââåäåííûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò
ñ ðàíåå ââåäåííûìè chx, shx, cosx è sinx ñîîòâåòñòâåííî. Èç ôîðìóë
(2.15), (2.16) ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ÷åòûðå ôóíêöèè äèôôåðåíöèðóåìû äëÿ
âñåõ z ∈ C, à èõ ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è
äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé

(ch z)′ = ch z, (sh z)′ = sh z,

(cos z)′ = − sin z, (sin z)′ = cos z.
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Ðèñ. 2.3:

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè ch z, sh z, cos z, sin z ãîëîìîðôíû âñþäó â
C.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êàæäîãî w ∈ C ðåøèì îòíîñèòåëüíî
z = x+ iy óðàâíåíèå

ez = w. (2.17)

Òàê êàê |ez| = ex, òî ïðè w = 0 óðàâíåíèå (2.17) íå èìååò ðåøåíèé.
Ïóñòü w 6= 0. Ïðåäñòàâèì w = |w|ei argw, ãäå argw ∈ (−π, π]. Òîãäà

ðàâåíñòâî (2.17) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{
ex = |w|,
y = argw + 2πk, k ∈ Z,

(2.18)

ñëåäîâàòåëüíî, ez = w ⇐⇒ z ∈ Lnw := {ln |w|+ i argw + 2πik, k ∈ Z}.
Ðàññìîòðèì îáëàñòü D = {z = x+ iy : x ∈ R,−π < y < π}. Èç ïðèâå-

äåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå w = ez âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ïåðåâîäèò D íà îáëàñòü G = {w ∈ C : argw ∈ (−π, π)} (ñì.
ðèñ. 2.3). Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå z = g(w) çàäàåòñÿ ôóíêöèåé g(w) =
lnw := ln |w| + i argw. Òàê êàê îáå ôóíêöèè ez è lnw íåïðåðûâíû â
îáëàñòÿõ D è G ñîîòâåòñòâåííî, òî îòîáðàæåíèå w = ez ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-
ìîðôèçìîì D íà G. Òàêæå (ez)′ = ez 6= 0, çíà÷èò ïî òåîðåìå 3 ôóíêöèÿ
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lnw ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â îáëàñòè G è

(lnw)′ =
1

w
. (2.19)

Ôóíêöèÿ ln z ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòèD. Åå èíîãäà íàçûâàþò
ãëàâíûì çíà÷åíèåì ëîãàðèôìà. Ïðè âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ z =
x îíà ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ââåäåííîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèåé lnx.
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Ãëàâà 3

Èíòåãðàë îò ôóíêöèè

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè,

èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè.

Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

3.1 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç êóðñà ìàòåìàòè-

÷åñêîãî àíàëèçà, îòíîñÿùèåñÿ ê êðèâûì

è êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëàì âòîðîãî ðî-

äà.

Íàïîìíèì íóæíûå íàì â äàëüíåéøåì ïîíÿòèÿ èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà.

Êðèâàÿ γ ⊂ C íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè åå ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì

γ(t) = φ(t) + iψ(t), t ∈ [a, b], (3.1)

ãäå φ, ψ ∈ C1[a, b] è êàñàòåëüíûé âåêòîð γ′(t) = φ′(t) + iψ′(t) 6= 0 ïðè
t ∈ [a, b].
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Êðèâàÿ γ ⊂ C íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé, åñëè åå ìîæíî çàäàòü
óðàâíåíèåì (3.1), ãäå ôóíêöèè φ, ψ ∈ C[a, b] è ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèå-
íèå τ : a = t0 < t1 < · · · < tn = b îòðåçêà [a, b], ÷òî ôóíêöèè φj(t) = φ(t)
è ψj(t) = ψ(t), t ∈ [tj−1, tj] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì φj, ψj ∈ C1[tj−1, tj]
äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ n, γ′(t) = φ′(t) + iψ′(t) 6= 0 ïðè t ∈ [a, b] \ {∪nj=0tj},
à â òî÷êàõ ðàçáèåíèÿ γ′(tj−1 + 0) = φ′(tj−1 + 0) + iψ′(tj−1 + 0) 6= 0,
γ′(tj − 0) = φ′(tj − 0) + iψ′(tj − 0) 6= 0 ïðè 1 ≤ j ≤ n.

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ, ïàðàìåòðèçàöèþ (3.1), óäîâëåòâîðÿþùóþ ïå-
ðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì, áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé äëÿ γ.

Çàìêíóòîé æîðäàíîâîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ çàìêíóòàÿ
êðèâàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Èç òåîðåìû Æîðäàíà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé çàìêíóòîé æîðäàíîâîé êðèâîé γ ñóùåñòâóåò òàêàÿ îãðàíè÷åííàÿ îá-
ëàñòü G ⊂ C, ÷òî ∂G = γ. Êóñî÷íî ãëàäêóþ çàìêíóòóþ æîðäàíîâó êðè-
âóþ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé.

Ìû íå áóäåì ïîâòîðÿòü îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, îíî
óæå äàíî â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Íàïîìíèì òîëüêî, ÷òî åñëè
êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé ñ äîïóñòèìîé ïàðàìåòðèçàöèåé (3.1)
è ôóíêöèè P (x, y), Q(x, y) íåïðåðûâíû âäîëü γ, òî∫

γ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫ b

a

(P (φ(t), ψ(t))φ′(t) +Q(φ(t), ψ(t))ψ′(t)) dt.

(3.2)∫
γ

P (x, y)ds =

∫ b

a

P (φ(t), ψ(t))|γ′(t)|dt. (3.3)

3.2 Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïå-

ðåìåííîãî è åãî ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü γ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé è ôóíêöèÿ
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) íåïðåðûâíà âäîëü γ. Èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè
f(z) ïî êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà∫

γ

f(z)dz :=

∫
γ

u(x, y)dx− v(x, y)dy + i

∫
γ

v(x, y)dx+ u(x, y)dy. (3.4)

Èç ñâîéñòâ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ñðàçó âûòåêàþò ñëåäóþùèå
òðè ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (ìû
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ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî ãëàäêèìè, à ôóíêöèè
íåïðåðûâíûìè âäîëü ýòèõ êðèâûõ):

1. Ëèíåéíîñòü. Ïóñòü α, β ∈ C. Òîãäà∫
γ

(αf(z) + βg(z))dz = α

∫
γ

f(z)dz + β

∫
γ

g(z)dz.

2. Ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè êðèâîé èíòåãðàë ìåíÿåò çíàê∫
γ−
f(z)dz = −

∫
γ

f(z)dz.

3. Àääèòèâíîñòü. Ïóñòü êîíåö êðèâîé γ1 ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êðèâîé
γ2, γ := γ1 ∪ γ2. Òîãäà∫

γ

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz.

Ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî âäîëü îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà êðèâûõ.
Ïóñòü Γ = ∪nj=1γj. Òîãäà∫

Γ

f(z)dz :=
n∑
j=1

∫
γj

f(z)dz.

Î÷åíü ÷àñòî â êóðñå áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ñëó÷àé, êîãäà Γ = ∂G äëÿ
íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ⊂ C. Áóäåì íàçûâàòü G îáëàñòüþ c
ïðîñòîé ãðàíèöåé, åñëè G îãðàíè÷åíà è ∂G ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïðîñòûõ çàìêíóòûõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ. Ïî ñîãëàøåíèþ
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îðèåíòàöèÿ êàæäîé èç ýòèõ êðèâûõ âûáðàíà òàê,
÷òîáû ïðè îáõîäå ïî ∂G îáëàñòü G îñòàâàëàñü ñëåâà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
γ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ãðàíèöåé
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ γ, òî îðèåíòàöèÿ êðèâîé γ âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ïðè
îáõîäå ïî íåé îáëàñòü G îñòàâàëàñü ñëåâà.

Ïðèâåäåì óäîáíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïëåêñíûõ èíòåãðà-
ëîâ. Íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè h1, h2 ∈ C[a, b] è h(t) = h1(t) + ih2(t),
òî ∫ b

a

h(t)dt :=

∫ b

a

h1(t)dt+ i

∫ b

a

h2(t)dt.
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Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü γ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé ñ äîïó-
ñòèìîé ïàðàìåòðèçàöèåé (3.1) è ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà âäîëü γ. Òîãäà∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt. (3.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü (3.5). Èìååì

f(γ(t))γ′(t) =(u(φ(t), ψ(t)) + iv(φ(t), ψ(t))(φ′(t) + iψ′(t)) =

=(u(φ(t), ψ(t))φ′(t)− v(φ(t), ψ(t))ψ′(t))+

+ i(v(φ(t), ψ(t))φ′(t) + u(φ(t), ψ(t))ψ′(t)).

(3.6)

Òàê êàê∫ b

a

(u(φ(t), ψ(t))φ′(t)− v(φ(t), ψ(t))ψ′(t))dt =

∫
γ

u(x, y)dx− v(x, y)dy,

∫ b

a

(v(φ(t), ψ(t))φ′(t) + u(φ(t), ψ(t))ψ′(t))dt =

∫
γ

v(x, y)dx+ u(x, y)dy,

òî ôîðìóëà (3.5) ñëåäóåò èç ôîðìóë (3.4),(3.6).

Äëÿ êîìïëåêñíûõ èíòåãðàëîâ, êàê è â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå, ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü γ � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ â îáëàñòè D ⊂ C
ñ íà÷àëîì â òî÷êå z1 è êîíöîì â òî÷êå z2. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ O(D) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà∫

γ

f ′(z)dz = f(z2)− f(z1). (3.7)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ γ çàìêíóòà, òî
∫
γ
f ′(z)dz = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (3.1) � äîïóñòèìàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ.
Èç ôîðìóëû (2.10) ñëåäóåò, ÷òî (f(γ(t))′ = f ′(γ(t))γ′(t). Ïîýòîìó∫

γ

f ′(z)dz =

∫ b

a

f ′(γ(t))γ′(t)dt =

∫ b

a

(f(γ(t))′dt =

=

∫ b

a

(u(φ(t), ψ(t)))′dt+ i

∫ b

a

(v(φ(t), ψ(t)))′dt =

= (u(φ(t), ψ(t)) + iv(φ(t), ψ(t))) |ba = f(z2)− f(z1).
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Î÷åíü âàæíûé ïðèìåð. Ïóñòü n ∈ Z, γ � îêðóæíîñòü ðàäèóñà R
ñ öåíòðîì â òî÷êå a. Òîãäà∫

γ

(z − a)ndz =

{
0, ïðè n 6= −1,

2πi, ïðè n = −1.
(3.8)

Òàê êàê γ ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé êðóãà, òî îíà îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, ñëåäîâàòåëüíî γ(t) = a+Reit, t ∈ [0, 2π].

Åñëè n 6= −1, òî (z−a)n = ( (z−a)n+1

n+1
)′ è, òàê êàê γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ

è ôóíêöèÿ (z−a)n+1

n+1
ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè êðèâîé γ, òî

∫
γ
(z−a)ndz =

0.
Ïóñòü n = −1. Òîãäà γ′(t) = Rieit è ïî ôîðìóëå (3.5) ïîëó÷àåì∫

γ

dz

z − a
=

∫ 2π

0

1

Reit
Rieitdt =

∫ 2π

0

idt = 2πi.

Ïðåäëîæåíèå 9 (Îöåíêà èíòåãðàëà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà
âäîëü êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé γ. Òîãäà∣∣∣∣∫

γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(z)|ds. (3.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (3.1) � äîïóñòèìàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ äëÿ γ. Ïî-
ëîæèì I :=

∫
γ
f(z)dz . Åñëè I=0, òî îöåíêà (3.9) î÷åâèäíà.

Èíà÷å ïðåäñòàâèì I â ïîëÿðíîé ôîðìå I = |I|eiθ. Ïî ñâîéñòâó ëèíåé-
íîñòè èìååì

|I| = e−iθ
∫
γ

f(z)dz =

∫
γ

e−iθf(z)dz =

∫ b

a

e−iθf(γ(t))γ′(t)dt.

Òàê êàê |I| ∈ R, òî

|I| = Re

∫ b

a

e−iθf(γ(t))γ′(t)dt =

∫ b

a

Re(e−iθf(γ(t))γ′(t))dt.

Â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñòîèò èíòåãðàë îò âåùåñòâåí-
íîé ôóíêöèè g(t) = Re(e−iθf(γ(t))γ′(t)). Ïîëüçóÿñü îöåíêîé

∫ b
a
g(t)dt ≤∫ b

a
|g(t)|dt, ïîëó÷àåì

|I| ≤
∫ b

a

|Re(e−iθf(γ(t))γ′(t))|dt ≤
∫ b

a

|(e−iθf(γ(t))γ′(t))|dt =
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=

∫ b

a

|f(γ(t))| · |γ′(t))|dt =

∫
γ

|f(z)|ds

(â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé (3.3)).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f è êðèâàÿ γ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ è maxz∈γ |f(z)| ≤M . Òîãäà∣∣∣∣∫

γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤M |γ|, (3.10)

ãäå |γ| � äëèíà êðèâîé γ.

3.2.1 Èíòåãðàë îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-

ãî âäîëü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé êðè-

âîé.

Îáîáùèì ïîíÿòèå èíòåãðàëà îò êîìïëåêñíîé ôóíêöèè íà áîëåå îáùèé
êëàññ êðèâûõ.

Íàçîâåì êðèâóþ γ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè åå ìîæíî çà-
äàòü óðàâíåíèåì (3.1), ãäå ôóíêöèè φ, ψ ∈ C1[a, b].

Íàçîâåì êðèâóþ γ êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè åå
ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèåì (3.1), ãäå ôóíêöèè φ, ψ ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè íà îòðåçêå [a, b]. Ïîñëåäíåå çíà÷èò, ÷òî
φ, ψ ∈ C[a, b] è ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå τ : a = t0 < t1 < · · · < tn = b
îòðåçêà [a, b], ÷òî ôóíêöèè φj(t) = φ(t) è ψj(t) = ψ(t), t ∈ [tj−1, tj] óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì φj, ψj ∈ C1[tj−1, tj] äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ n.

Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ, ïàðàìåòðèçàöèþ (3.1), óäîâëåòâîðÿþùóþ ïå-
ðå÷èñëåííûì âûøå óñëîâèÿì, áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé äëÿ γ.

Ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé êðèâîé ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè, ÷åì ïîíÿòèÿ ãëàäêîé è
êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé. Íàïðèìåð, ïîñòîÿííàÿ êðèâàÿ γ(t) = 0, t ∈ [a, b],
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà âäîëü êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîé êðèâîé γ ñ äîïóñòèìîé ïàðàìåòðèçàöèåé (3.1). Òîãäà çàäàäèì∫
γ
f(z)dz ôîðìóëîé (3.5). Òàê îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ óæå

çàäàííûì ôîðìóëîé (3.4) â ñëó÷àå, åñëè êðèâàÿ γ êóñî÷íî ãëàäêàÿ è
óäîâëåòâîðÿåò ïåðå÷èñëåííûì âûøå ñâîéñòâàì èíòåãðàëà âäîëü êóñî÷íî-
ãëàäêîé êðèâîé.
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3.3 Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èãðàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â òåîðèè ôóíêöèé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü D � îáëàñòü ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé è f ∈ O(D). Òîãäà∫
∂D

f(z)dz = 0. (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ
∫
∂D
f(z)dz =

∫
∂D
u(x, y)dx−v(x, y)dy+

i
∫
∂D
v(x, y)dx+ u(x, y)dy. Òàê êàê f ∈ O(D), òî ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)

íåïðåðûâíû âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-
ÿì Êîøè-Ðèìàíà (2.3) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà D:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà ê âåùåñòâåííûì èíòåãðàëàì∫
∂D

u(x, y)dx− v(x, y)dy,

∫
∂D

v(x, y)dx+ u(x, y)dy

è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà, ïîëó÷àåì∫
∂D

u(x, y)dx− v(x, y)dy =

∫∫
D

(
−∂v
∂x
− ∂u

∂y

)
dxdy = 0,

∫
∂D

v(x, y)dx+ u(x, y)dy =

∫∫
D

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy = 0,

ñëåäîâàòåëüíî,
∫
∂D
f(z)dz = 0.

Çàìå÷àíèå 3. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè
çàìåíèòü óñëîâèå f ∈ O(D) íà áîëåå îáùåå f ∈ O(D) ∩ C(D).

3.3.1 Ãîìîòîïè÷åñêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû Êîøè. Ïîíÿ-

òèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Òåîðåìà Êîøè äëÿ

îäíîñâÿçíîé îáëàñòè.

Ìàòåðèàë, ïðèâåäåííûé â äàííîì ïóíêòå, íîñèò îçíàêîìèòåëüíûé õà-
ðàêòåð. Ïîýòîìó âñå óòâåðæäåíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ðèñ. 3.1:

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü äâå íåïðåðûâíûå êðèâûå γ0(t), γ1(t), t ∈ [0, 1]
ëåæàò â îáëàñòè D è èìåþò îáùåå íà÷àëî z0 := γ0(0) = γ1(0) è îáùèé
êîíåö z1 := γ0(1) = γ1(1). Êðèâûå γ0 è γ1 íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè
â îáëàñòè D (îáîçíà÷åíèå γ0 ∼ γ1 â D), åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå Γ : [0, 1]× [0, 1]→ D, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1) Γ(t, 0) = γ0(t), Γ(t, 1) = γ1(t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1], 2) Γ(0, s) = z0,
Γ(1, s) = z1 äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1].

Èíûìè ñëîâàìè, ñåìåéñòâî êðèâûõ γs(t) = Γ(t, s), s ∈ [0, 1] c îáùèì
íà÷àëîì z0 è îáùèì êîíöîì z1 îñóùåñòâëÿåò �íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ�
êðèâîé γ0 â êðèâóþ γ1, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì â ïðåäåëàõ îáëàñòè D (ñì.
ðèñ. 3.1).

Òåîðåìà 5 (Ãîìîòîïè÷åñêèé âàðèàíò òåîðåìû Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ
f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ãîìîòîïíûõ â îáëàñòè D êðèâûõ γ0 è γ1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫

γ0

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz.

Â òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî âàæíóþ ðîëü èãðàåò
êëàññ îáëàñòåé, íàçûâàåìûõ îäíîñâÿçíûìè.
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Îïðåäåëåíèå 17. Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè ëþáûå äâå
íåïðåðûâíûå êðèâûå γ1, γ2 ⊂ D ñ îáùèì íà÷àëîì è îáùèì êîíöîì ãîìî-
òîïíû â îáëàñòè D.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 10. Îáëàñòü D ⊂ C ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé ⇐⇒ ëþáàÿ
çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ γ ⊂ D ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè, öåëèêîì ñîäåðæàùåéñÿ â D.

Äëÿ îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé åñòü áîëåå óäîáíûé
êðèòåðèé.

Ïðåäëîæåíèå 11. Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü D ⊂ C ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé
ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé ⇐⇒ ∂D ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé.

Èç ãîìîòîïè÷åñêîãî âàðèàíòà òåîðåìû Êîøè ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ C îäíîñâÿçíà è f ∈ O(D). Òîãäà
äëÿ ëþáîé ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé γ ⊂ D ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

γ

f(z)dz = 0.

Çàìå÷àíèå 4. Â ïðåäûäóùåì óòâåðæäåíèè òðåáîâàíèå îäíîñâÿçíîñòè ñó-
ùåñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè D = C \ {0}, γ = {z ∈ C : |z| = 1}, f(z) = 1

z
,

òî f ∈ O(D), îäíàêî (ñì. (3.8))
∫
γ
f(z)dz = 2πi.

3.4 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè. Òåîðåìà î

ñðåäíåì äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü D ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé, f ∈
O(D), z ∈ D. Òîãäà

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ξ)

ξ − z
dξ. (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê D � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ äîñòàòî÷-
íî ìàëûõ δ òî÷êà z ñîäåðæèòñÿ â D âìåñòå ñ íåêîòîðîé δ-îêðåñòíîñòüþ
Uδ(z). Ïóñòü γδ = {ξ ∈ C : |ξ − z| = δ} (íàïîìíèì, ÷òî êðèâàÿ γδ îðè-
åíòèðîâàíà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Ðàññìîòðèì îáëàñòü Dδ := {ξ ∈
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Ðèñ. 3.2:

D : |ξ − z| > δ} (ñì. ðèñ. 3.2). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(ξ)
ξ−z ãîëîìîðôíà

â çàìûêàíèè îáëàñòè (Dδ), ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè ïîëó÷àåì∫
∂Dδ

f(ξ)
ξ−z dξ = 0.

Òàê êàê ∂Dδ = ∂D∪γ−δ , ãäå êðèâàÿ γ
−
δ óæå îðèåíòèðîâàíà ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå, òî

0 =

∫
∂Dδ

f(ξ)

ξ − z
dξ =

∫
∂D

f(ξ)

ξ − z
dξ +

∫
γ−δ

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Ïîñêîëüêó
∫
γ−δ

f(ξ)
ξ−z dξ = −

∫
γδ

f(ξ)
ξ−z dξ, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ

δ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
∂D

f(ξ)

ξ − z
dξ =

∫
γδ

f(ξ)

ξ − z
dξ. (3.13)

Èç (3.13) ñëåäóåò, ÷òî
∫
γδ

f(ξ)
ξ−z dξ íå çàâèñèò îò δ. Ïîýòîìó, ÷òîáû äîêàçàòü

ðàâåíñòâî (3.12), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî limδ→0+0
1

2πi

∫
γδ

f(ξ)
ξ−z dξ = f(z).

Èç ôîðìóëû (3.8) ñëåäóåò, ÷òî f(z) = 1
2πi

∫
γδ

f(z)
ξ−z dξ. Ñëåäîâàòåëüíî

1

2πi

∫
γδ

f(ξ)

ξ − z
dξ − f(z) =

1

2πi

∫
γδ

f(ξ)− f(z)

ξ − z
dξ.
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Òàê êàê |γδ| = 2πδ è |ξ − z| = δ ïðè ξ ∈ γδ, òî ïî ñëåäñòâèþ 2 ïîëó÷àåì∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γδ

f(ξ)− f(z)

ξ − z
dξ

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
max
ξ∈γδ

∣∣∣∣f(ξ)− f(z)

ξ − z

∣∣∣∣ · |γδ| =
= max

ξ∈γδ
|f(ξ)− f(z)| → 0

(3.14)

ïðè δ → 0 + 0, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå z.

Çàìå÷àíèå 5. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè
çàìåíèòü óñëîâèå f ∈ O(D) íà áîëåå îáùåå f ∈ O(D) ∩ C(D).

Ñëåäñòâèå 3 (Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â êðóãå |z − z0| < R. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, R)
çíà÷åíèå ôóíêöèè f â öåíòðå êðóãà |z−z0| < r ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ
ïî ãðàíèöå ýòîãî êðóãà, òî åñòü

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit)dt. (3.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Ur(z0) = {|z−z0| < r}. Òàê êàê f ∈ O(Ur(z0)),

òî ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè (3.12) èìååì f(z0) = 1
2πi

∫
∂Ur(z0)

f(ξ)
ξ−z0dξ.

Ïàðàìåòðèçóÿ ãðàíèöó êðóãà ∂Ur(z0): ξ = z0 + reit, t ∈ [0, 2π], dξ = rieit,
ïîëó÷àåì

f(z0) =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 + reit)

reit
ireit =

1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reit)dt.
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Ãëàâà 4

Èíòåãðàë òèïà Êîøè,

áåñêîíå÷íàÿ

äèôôåðåíöèðóåìîñòü

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è

äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé

òåîðåìû àëãåáðû.

Ïåðâîîáðàçíàÿ ãîëîìîðôíîé

ôóíêöèè, òåîðåìà Ìîðåðû.

Ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ î

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.

4.1 Èíòåãðàë òèïà Êîøè, áåñêîíå÷íàÿ äèô-

ôåðåíöèðóåìîñòü ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé γ, z ∈ C \ γ.
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Ðèñ. 4.1:

Îïðåäåëåíèå 18. Èíòåãðàëîì òèïà Êîøè íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

F (z) :=
1

2πi

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ. (4.1)

Ïðåäëîæåíèå 13. Ïóñòü γ � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ è f ∈ C(γ). Òîãäà
ôóíêöèÿ F , îïðåäåëåííàÿ â (4.1) ãîëîìîðôíà è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-
ðóåìà íà ìíîæåñòâå C \ γ. Ïðè ýòîì

F n(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ, n ∈ N. (4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ C \ γ è èíäóêöèåé ïî n ïîêà-
æåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (4.2) â òî÷êå z0. Òàê êàê ìíîæåñòâî C \ γ
îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî Uδ(z0) ⊂ C \ γ. Òàê êàê ìíîæå-
ñòâà γ è Uδ(z0) çàìêíóòû, òî1 ρ := dist(γ, Uδ(z0)) > 0 (ñì. ðèñ. 4.1).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (z) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè n = 0 ðàâåíñòâî
(4.2) âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (4.2) âûïîëíåíî ïðè n = m−1,
ãäåm ∈ N. Ïîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ è ïðè n = m. Ïóñòü z ∈ U0

δ (z0).
Ïîëîæèì

∆m(z) =
Fm−1(z)− Fm−1(z0)

z − z0

− m!

2πi

∫
γ

f(ξ)

(ξ − z0)m+1
dξ.

1Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìèM1 èM2 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
dist(M1,M2) = infξ1∈M1,ξ2∈M2 |ξ1 − ξ2|.
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Èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè âûòåêàåò

Fm−1(z)− Fm−1(z0)

z − z0

=
(m− 1)!

2πi

∫
γ

f(ξ)

z − z0

(
1

(ξ − z)m
− 1

(ξ − z0)m

)
dξ.

=
(m− 1)!

2πi

∫
γ

f(ξ)

z − z0

(
(ξ − z0)m − (ξ − z)m

(ξ − z)m(ξ − z0)m

)
dξ.

(4.3)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì. Èìååì

(ξ − z0)m = ((ξ − z) + (z − z0))m =
m∑
k=0

Ck
m(z − z0)k(ξ − z)m−k =

= (ξ − z)m +m(ξ − z)m−1(z − z0) + (z − z0)2P (ξ, z),

(4.4)

ãäå

P (ξ, z) =

{
0, ïðè m = 1,∑m

k=2 C
k
m(z − z0)k−2(ξ − z)m−k, ïðè m > 1.

Ïîýòîìó

(ξ − z0)m − (ξ − z)m = m(ξ − z)m−1(z − z0) + (z − z0)2P (ξ, z). (4.5)

Ïîäñòàâèâ (4.5) â (4.3), ïîëó÷èì

Fm−1(z)− Fm−1(z0)

z − z0

=

=
(m− 1)!

2πi

∫
γ

f(ξ)

(
m

(ξ − z)(ξ − z0)m
+

(z − z0)P (ξ, z)

(ξ − z)m(ξ − z0)m

)
dξ.

(4.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ∆m(z) = (z − z0) (m−1)!
2πi

∫
γ
f(ξ)gm(ξ, z)dξ, ãäå

gm(z) =
m

(ξ − z)(ξ − z0)m+1
+

P (ξ, z)

(ξ − z)m(ξ − z0)m
.

Ïîñêîëüêó z ∈ U0
δ (z0) ⊂ Uδ(z0), ξ ∈ γ (ñì. ðèñ.), èìååì |ξ − z| ≥ ρ è

|ξ − z0| ≥ ρ. Ìíîãî÷ëåí P íåïðåðûâåí, ñëåäîâàòåëüíî, è îãðàíè÷åí íà
êîìïàêòå γ×U δ(z0). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ gm(ξ, z) òîæå îãðàíè÷åíà íà ýòîì
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êîìïàêòå. Òàêæå ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íà êðèâîé
γ. Èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.10), äëÿ ëþáîãî z ∈ U0

δ (z0), ïîëó÷àåì

|∆m(z)| ≤ |z − z0|
(m− 1)!

2π
max

ξ∈γ,z∈Uδ(z0)
|f(ξ)gm(ξ, z)| · |γ| → 0

ïðè z → z0.

Çàìå÷àíèå 6. Èç ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäû-
äóùåå ïðåäëîæåíèå îñòàíåòñÿ â ñèëå, åñëè âìåñòî êðèâîé γ âçÿòü îáú-
åäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ.

Çàìå÷àíèå 7. Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (4.1) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èíòå-
ãðàëîì, çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ òàêèõ
èíòåãðàëîâ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â êóðñå
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, èç êîòîðûõ ñðàçó ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.2). Îä-
íàêî íàì áûëî óäîáíåå ïðèâåñòè íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
ðàâåíñòâà.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè è ïðåäûäóùåãî
ïðåäëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìû.

Ïðåäëîæåíèå 14. Ïóñòü D � îáëàñòü â C è f ∈ O(D). Òîãäà ôóíêöèÿ
f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â D. Áîëåå òîãî, â ïðîèçâîëüíîì êðóãå
Ur(a) b D ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
∂Ur(a)

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ, n ∈ N. (4.7)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî D ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñ ïðî-
ñòîé ãðàíèöåé è f ∈ O(D), òî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f â îáëàñòè D
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
∂D

f(ξ)

(ξ − z)n+1
dξ, n ∈ N. (4.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ f ∈ O(Ur(a)). Ïîýòîìó èç èíòåãðàëüíîé
ôîðìóëû Êîøè (3.12) ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â êðóãå Ur(a) èíòåãðà-
ëîì òèïà Êîøè, à èìåííî

f(z) =
1

2πi

∫
∂Ur(a)

f(ξ)

(ξ − z)
dξ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (4.7) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (4.2). Ïðè äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ f ðàâåíñòâà (4.8) íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàþò èç èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè è ôîðìóëû (4.2).

4.2 Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ, äîêàçàòåëüñòâî îñíîâ-

íîé òåîðåìû àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå 19. Ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè, íàçûâàåòñÿ öåëîé.

Ñëåäóþùåå î÷åíü êðàñèâîå óòâåðæäåíèå èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðè-
ìåíåíèÿ â êóðñå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Òåîðåìà 7 (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà
âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà f ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëîM > 0, ÷òî |f(z)| ≤
M äëÿ âñåõ z ∈ C. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (4.7) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êðóãà
Ur(z) ïðè n = 1, ïîëó÷àåì

f ′(z) =
1

2πi

∫
∂Ur(z)

f(ξ)

(ξ − z)2
dξ. (4.9)

Îöåíèì |f ′(z)|, èñïîëüçóÿ (3.10). Òàê êàê |ξ − z| = r ïðè ξ ∈ ∂Ur(z), è
äëèíà îêðóæíîñòè ∂Ur(z) ðàâíà 2πr, òî èç ôîðìóëû (3.10) äëÿ îöåíêè
èíòåãðàëà (4.9) èìååì

|f ′(z)| ≤ 1

2π
· M
r2

2πr =
M

r
→ 0

ïðè r →∞. Òàêèì îáðàçîì, f ′(z) ≡ 0, ñëåäîâàòåëüíî, f ÿâëÿåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé ôóíêöèåé.

Ñëåäñòâèå 4 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû). Ëþáîé íåïîñòîÿííûé ìíî-
ãî÷ëåí P (z) èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ P (z) = a0 + a1z + · · · + anz
n, ãäå n ≥ 1

è an 6= 0. Òàê êàê |P (z)| ≥ |an| · |z|n − (|an−1| · |z|n−1 + · · · + |a0|), òî
limz→∞ |P (z)| =∞.
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Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî P (z) íå èìååò êîðíåé. Òîãäà ôóíê-
öèÿ Q(z) = 1

P (z)
ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Ïîêàæåì, ÷òî Q(z) îãðàíè÷åíà. Òàê êàê

limz→∞Q(z) = 1
limz→∞ P (z)

= 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî |Q(z)| < 1

ïðè |z| > R. Òàêæå Q(z) íåïðåðûâíà, ïîýòîìó è îãðàíè÷åíà íà êîìïàêòå
|z| ≤ R, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå M > 0, ÷òî |Q(z)| ≤ M ïðè
|z| ≤ R. Ïîýòîìó |Q(z)| ≤ max(M, 1) äëÿ ëþáîãî z ∈ C.

Òàêèì îáðàçîì, Q(z) � öåëàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Èç òåîðåìû
Ëèóâèëëÿ ñëåäóåò, ÷òî Q(z) ïîñòîÿííà. Íî òîãäà è P (z) ïîñòîÿííà, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

4.3 Ïåðâîîáðàçíàÿ. Òåîðåìà Ìîðåðû.

Ïî àíàëîãèè ñ äåéñòâèòåëüíûì ñëó÷àåì ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ïåðâîîá-
ðàçíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Îïðåäåëåíèå 20. Ïóñòü D ⊂ C � îáëàñòü è f ∈ C(D). Ôóíêöèÿ F ∈
O(D) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f â îáëàñòè D, åñëè F ′(z) =
f(z) äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ D.

Êàê è â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 15. Ïóñòü ôóíêöèÿ F1 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíê-
öèè f â îáëàñòè D. Òîãäà ôóíêöèÿ F2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè
f â îáëàñòè D ⇐⇒ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C ∈ C, ÷òî F2(z) =
F1(z) + C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíê-
öèè f â îáëàñòè D. Ïîëîæèì F (z) = F1(z) − F2(z). Òîãäà F ′ ≡ 0 âñþäó
â îáëàñòè D. Ïðåäñòàâèì F (z) = u(x, y) + iv(x, y). Èç ñîîòíîøåíèé (2.4),
ïîëó÷àåì ∂u

∂x
= ∂v

∂x
= ∂u

∂y
= ∂v

∂y
= 0 âñþäó â D. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå èç

êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ F (z) ïîñòîÿííà
â D.

Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà.

Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ,
íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå, èìååò íà íåì ïåðâîîáðàçíóþ. Îäíàêî íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî óæå íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ
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ïåðâîîáðàçíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f â îáëàñòè D, òî F ∈ O(D), ñëå-
äîâàòåëüíî, F áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â D. Òàê êàê f = F ′, òî
è f ∈ O(D). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïåðâîîáðàçíóþ â

îáëàñòè, ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â ýòîé îáëàñòè.
Íàéäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâî-

îáðàçíîé. Äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê A, B, C, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿ-
ìîé, íàçîâåì îòêðûòûì òðåóãîëüíèêîì ñ âåðøèíàìè A, B, C îáëàñòü
∆, îãðàíè÷åííóþ òðåóãîëüíèêîì ABC. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåð-
æäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü f ∈ C(Ur(a)), ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
z1, z2 ∈ Ur(a) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

[a,z1]

f(ξ)dξ +

∫
[z1,z2]

f(ξ)dξ +

∫
[z2,a]

f(ξ)dξ = 0. (4.10)

Òîãäà f ∈ O(Ur(a)) è ôóíêöèÿ F (z) =
∫

[a,z]
f(ξ)dξ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàç-

íîé ôóíêöèè f â êðóãå Ur(a) (çäåñü [a, z1] � îòðåçîê ñ íà÷àëîì â òî÷êå
a è êîíöîì â òî÷êå z, àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äâà îñòàëüíûõ îòðåç-
êà2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó z0 ∈ Ur(a) è ïîêàæåì, ÷òî
F ′(z0) = f(z0). Áåðÿ z1 = z0, z2 = z ∈ Ur(a) â ðàâåíñòâå (4.10), ïîëó÷àåì

F (z)− F (z0) =

∫
[z0,z]

f(ξ)dξ.

Èç ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà (3.7) èìååì
∫

[z0,z]
dξ = z − z0. Òàêèì

îáðàçîì

∆(z) :=
F (z)− F (z0)

z − z0

− f(z0) =
1

z − z0

∫
[z0,z]

(f(ξ)− f(z0)) dξ. (4.11)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (3.10) è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f , ïîëó÷àåì

|∆(z)| ≤ max
ξ∈[z0,z]

|f(ξ)− f(z0)| → 0

ïðè z → z0. Òåì ñàìûì F ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f è, ñëåäîâàòåëü-
íî, f ∈ O((Ur(a)).

2Åñëè òî÷êè a, z1, z2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî óñëîâèå (4.10) àâòîìàòè÷åñêè
ñëåäóåò èç ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà. Åñëè æå òî÷êè a, z1, z2 íå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé, òî óñëîâèå (4.10) îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë îò ôóíêöèè f ïî ãðàíèöå
îòêðûòîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè a, z1, z2 ðàâåí íóëþ.

48



Ðèñ. 4.2:

Ñëåäñòâèå 5. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f , ãîëîìîðôíàÿ â îòêðûòîì êðóãå Ur(a),
èìååò â íåì ïåðâîîáðàçíóþ F (z) =

∫
[a,z]

f(ξ)dξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ O(Ur(a)). Âîçüìåì ëþáûå äâå òî÷êè z1,
z2 ∈ Ur(a). Åñëè òî÷êè z1, z2 è a ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî óñëîâèå
(4.10) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà. Èíà÷å ðàññìîòðèì
îòêðûòûé òðåóãîëüíèê ∆ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ (ñì. ðèñ. 4.2). Òàê
êàê ∆ ⊂ Ur(a), òî ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè èìååì

∫
∂∆
f(ξ)dξ = 0,

÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî (4.10). Äàëåå íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäûäóùèì
ïðåäëîæåíèåì.

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâî-
îáðàçíîé â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè.

Ïðåäëîæåíèå 17. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà f
èìååò ïåðâîîáðàçíóþ â D ⇐⇒ äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êóñî÷íî ãëàäêîé
êðèâîé γ, ëåæàùåé â îáëàñòè D ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
γ
f(ξ)dξ = 0.

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 ∈ D ôóíêöèÿ

F (z) =

∫ z

z0

f(ξ)dξ, (4.12)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ëþáîé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé ñ íà÷àëîì â òî÷-
êå z0 è êîíöîì â òî÷êå z, ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(z) â îáëà-
ñòè D.
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Ðèñ. 4.3:

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîá-
ðàçíîé äëÿ f è γ � ïðîèçâîëüíàÿ êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â
D, ñ íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êå z0. Òîãäà ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà
èìååì ∫

γ

f(ξ)dξ =

∫
γ

F ′(ξ)dξ = F (z0)− F (z0) = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü èíòåãðàë îò ôóíêöèè f ïî ëþáîé çàìêíóòîé êó-
ñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé, ëåæàùåé â îáëàñòè D ðàâåí íóëþ. Òîãäà ôóíêöèÿ
F èç (4.12) îïðåäåëåíà êîððåêòíî, òàê êàê äëÿ ëþáûõ êóñî÷íî ãëàä-
êèõ êðèâûõ γ1 è γ2, ëåæàùèõ â D, c îáùèì íà÷àëîì z0 è îáùèì êîí-
öîì z êðèâàÿ γ = γ1 ∪ γ2

− ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êóñî÷íî ãëàäêîé, ïîýòî-
ìó

∫
γ1
f(ξ)dξ −

∫
γ2
f(ξ)dξ =

∫
γ
f(ξ)dξ = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

∫
γ1
f(ξ)dξ =∫

γ2
f(ξ)dξ (ñì. ðèñ. 4.3).
Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f â ëþáîì

êðóãå Ur(a) ⊂ D. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì

F (z) =

∫ a

z0

f(ξ)dξ +

∫
[a,z]

f(ξ)dξ.

Òàê êàê
∫ a
z0
f(ξ)dξ � êîíñòàíòà, à ôóíêöèÿ

∫
[a,z]

f(ξ)dξ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîá-

ðàçíîé ôóíêöèè f â êðóãå Ur(a) ïî ñëåäñòâèþ 5, òî è ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f â êðóãå Ur(a).
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Ïîêàæåì, ÷òî â îáëàñòè ïðîèçâîëüíîãî âèäà óæå íå âñÿêàÿ ãîëîìîðô-
íàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ.

Ïðèìåð. Ïóñòü D = C \ {0}, f(z) = 1
z
, γ � îêðóæíîñòü åäèíè÷íî-

ãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå. Èç (3.8) èìååì
∫
γ
dξ
ξ

= 2πi 6= 0, ïîýòîìó
ôóíêöèÿ f íå èìååò ïåðâîîáðàçíîé â îáëàñòè D.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 18. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëà-
ñòè, èìååò â íåé ïåðâîîáðàçíóþ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 16 ñëåäóåò î÷åíü âàæíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ãîëî-
ìîðôíîñòè.

Òåîðåìà 8 (Òåîðåìà Ìîðåðû). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â îáëà-
ñòè D è èíòåãðàë îò ôóíêöèè f ïî ãðàíèöå ëþáîãî îòêðûòîãî òðå-
óãîëüíèêà, êîìïàêòíî ïðèíàäëåæàùåãî îáëàñòè D, ðàâåí íóëþ. Òîãäà
f ∈ O(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â
ëþáîì îòêðûòîì êðóãå Ur(a) ⊂ D. Ïî óñëîâèþ, äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
z1, z2 ∈ Ur(a) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.10). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f èìååò
ïåðâîîáðàçíóþ â êðóãå Ur(a) â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 16. Ñëåäîâàòåëüíî f ∈
O(Ur(a)).

4.4 Ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ î ãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèÿõ

Îïðåäåëåíèå 21. Ïóñòü D � îáëàñòü â C. Ôóíêöèÿ u ∈ C2(D) íàçûâà-
åòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (4.13)

â òî÷êàõ îáëàñòè D. Óðàâíåíèå (4.13) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà,
à îïåðàòîð ∆ := ∂2u

∂x2
+ ∂2u

∂y2
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè òåñ-
íî ñâÿçàíû ñ ãîëîìîðôíûìè.
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Ïðåäëîæåíèå 19. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà
åå äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè u(x, y) = Re f(z), v(x, y) = Im f(z)
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû è ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f ∈ O(D), òî f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà
â D. Èç ôîðìóë (2.4) äëÿ ôóíêöèè f è äëÿ âñåõ åå ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
âñåõ ïîðÿäêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ôóíêöèè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìû â îáëàñòè D. Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà (2.3)
ïî x, à âòîðîå ïî y, ïîëó÷àåì äâà ðàâåíñòâà

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x
.

Ñëîæèâ èõ è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ∂2v
∂x∂y

= ∂2v
∂y∂x

,

èìååì ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 0. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ∂2v
∂x2

+ ∂2v
∂y2

= 0.

Îïðåäåëåíèå 22. Äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u è v â îáëàñòè D íà-
çûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè â îáëàñòè D, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ O(D), ÷òî u(x, y) = Re f(z), v(x, y) = Im f(z).

Ïðåäëîæåíèå 20. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u, ãàðìîíè÷åñêîé â êðóãå Ur(a)
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ O(Ur(a)), ÷òî u(x, y) = Re f(z) ïðè
z ∈ Ur(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(z) = ∂u
∂x
− i∂u

∂y
. Ïðîâåðèì, ÷òî

φ ∈ O(D). Âî-ïåðâûõ, ôóíêöèè u1 = ∂u
∂x

è v1 = −∂u
∂y

äèôôåðåíöèðóåìû

è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â D, ïîñêîëüêó u ∈ C2(D). Âî-
âòîðûõ,

∂u1

∂x
− ∂v1

∂y
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0,

òàê êàê ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Òàêæå

∂u1

∂y
+
∂v1

∂x
=

∂2u

∂y∂x
− ∂2u

∂x∂y
= 0

â ñèëó ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1 ôóíê-
öèÿ φ äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D è åå ïðîèçâîäíàÿ
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φ′(z) = ∂u1
∂x

+ i∂v1
∂x

= ∂2u
∂x2
− i ∂

2u
∂x∂y

íåïðåðûâíà â îáëàñòè D. Òåì ñàìûì

φ ∈ O(D).
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 16, ôóíêöèÿ φ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F (z) =

u2(x, y) + v2(x, y) â îáëàñòè D. Èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà (2.3) è ñîîò-
íîøåíèé (2.4) äëÿ ôóíêöèè F , èìååì

∂u

∂x
− i∂u

∂y
= φ(z) = F ′(z) =

∂u2

∂x
− i∂u2

∂y
.

Îòñþäà â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∂u

∂x
=
∂u2

∂x
,

∂u

∂y
=
∂u2

∂y
.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå λ ∈ R, ÷òî u2(x, y) = u(x, y)+λ âo âñåõ òî÷êàõ
îáëàñòè D. Áåðÿ f(z) = F (z) − λ, ïîëó÷àåì u(x, y) = u2(x, y) − λ =
ReF (z)− λ = Re f(z), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëà-
ñòè D. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â D è âñå åå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà òîæå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êðóã Ur(a) ⊂ D. Â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 20, cóùåñòâóåò òàêàÿ f ∈ O(Ur(a)), ÷òî u = Re f â êðóãå
Ur(a). Èç ïðåäëîæåíèÿ 19 ïîëó÷àåì, ÷òî u áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà
â Ur(a), à ñëåäîâàòåëüíî, è â îáëàñòè D â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êðóãà
Ur(a). Ïîñêîëüêó f ′ ∈ O(Ur(a)) è f ′(z) = ∂u

∂x
− i∂u

∂y
â ñèëó (2.4), òî èç

ïðåäëîæåíèÿ 19 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂u
∂x
, ∂u
∂y

ÿâëÿþòñÿ
ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Äàëåå íóæíî â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ
âçÿòü âìåñòî ôóíêöèè u åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è ïî y è ò.ä.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, êàê è äëÿ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà î ñðåäíåì.

Ïðåäëîæåíèå 21 (Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.).
Ïóñòü ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â êðóãå UR(a), a = a1 + ia2.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, R) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

u(a1, a2) =
1

2π

∫ 2π

0

u(a1 + r cos t, a2 + r sin t)dt. (4.14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 20, u = Re f äëÿ íåêîòîðîé f ∈
O(UR(a)). Ïî ôîðìóëå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (3.15) äëÿ ôóíêöèè f èìååì

f(a) = 1
2π

∫ 2π

0
f(a+ reit)dt. Ïîýòîìó

u(a1, a2) = Re f(a) =
1

2π

∫ 2π

0

u(a1 + r cos t, a2 + r sin t)dt

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 22. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u, ãàðìîíè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè D ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ O(D), ÷òî u(x, y) = Re f(z)
ïðè z ∈ D.
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Ãëàâà 5

Ðÿäû ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.

Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿä Òåéëîðà

ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Íóëè

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

5.1 Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ôóíêöèé

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è èõ ñâîéñòâà.

Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè âíóò-

ðè îáëàñòè. Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàñ-

ñà

Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Ïóñòü êàæäàÿ èç ôóíêöèé fn(z), n ∈ N îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E.
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Òîãäà íà ìíîæåñòâå E îïðåäåëåí ðÿä

∞∑
n=1

fn(z), (5.1)

÷àñòè÷íûå ñóììû êîòîðîãî áóäåì îáîçíà÷àòü Sn(z) =
∑n

k=1 fk(z).

Îïðåäåëåíèå 23. Ðÿä (5.1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâå E ê
ñóììå S(z), åñëè limn→∞ Sn(z) = S(z) â êàæäîé òî÷êå z ∈ E.

Îïðåäåëåíèå 24. Ðÿä (5.1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíî-
æåñòâå E ê ñóììå S(z), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N(ε) ∈ N,
÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N è âñåõ z ∈ E ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|S(z)− Sn(z)| < ε. (5.2)

Òî÷íî òàê æå, êàê è â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñóììå S(z) ⇐⇒ limn→∞ supz∈E |S(z)−
Sn(z)| = 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóþò ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿ-
äîâ:

1. Ïóñòü ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E ê ñóììå S(z).
Òîãäà îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê S(z) íà ëþáîì ïîäìíîæåñòâå E1 ⊂ E.

2. Ïóñòü ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Ej,
1 ≤ j ≤ n ê ñóììå S(z). Òîãäà îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê S(z) è íà èõ
îáúåäèíåíèè ∪nj=1Ej.

3. Ïóñòü ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E ê ñóììå S(z)
è ôóíêöèÿ g(z) îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå E. Òîãäà ðÿä

∑∞
n=1 fn(z)g(z)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E ê ñóììå S(z)g(z).
Ïðåäñòàâèì

un(x, y) = Re fn(x, y), vn(x, y) = Im fn(x, y),

S1
n(x, y) =

n∑
k=1

uk(x, y), S2
n(x, y) =

n∑
k=1

vk(x, y),

S1(x, y) = ReS(z), S2(x, y) = ImS(z).

Èñïîëüçóÿ äëÿ êàæäîãî n ∈ N, êàê è ðàíüøå, äâîéíîå íåðàâåíñòâî
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max(|S1
n(x, y)− S1(x, y)|, |S2

n(x, y)− S2(x, y)|) ≤ |Sn(z)− S(z)| ≤

≤ |S1
n(x, y)− S1(x, y)|+ |S2

n(x, y)− S2(x, y)|,
ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 23. Ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E
ê ñóììå S(z) ⇐⇒ ðÿäû èç äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé

∑∞
n=1 un(x, y),∑∞

n=1 vn(x, y) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E ê ñóììàì S1(x, y)
è S2(x, y) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîýòîìó èç êðèòåðèÿ Êîøè è ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ðÿäîâ íà ìíîæåñòâå E âûòåêàþò

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ôóíêöèé êîì-

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå
E ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N(ε) ∈ N, ÷òî äëÿ âñåõ
n ≥ N , p ∈ N è z ∈ E ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|fn+1(z) + · · ·+ fn+p(z)| < ε.

Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ñõîäÿùèéñÿ ÷èñ-
ëîâîé ðÿä

∑∞
n=1 pn, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N è z ∈ E ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|fn(z)| ≤ pn, òî ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå E.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 23 è ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ äåéñòâèòåëüíûõ ðÿ-

äîâ ñëåäóþò
Ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ êîìïëåêñ-

íûõ ðÿäîâ.

1. Ïóñòü ðÿä (5.1) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå E ê ñóììå S(z)
è fn ∈ C(E) äëÿ âñåõ n ∈ N. Òîãäà S ∈ C(E).

2. Ïóñòü êàæäàÿ èç ôóíêöèé fn, n ∈ N, íåïðåðûâíà âäîëü êóñî÷íî
ãëàäêîé êðèâîé γ è ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà γ ê ñóììå S(z).
Òîãäà ýòîò ðÿä äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå âäîëü γ, òî åñòü∫

γ

S(z)dz =
∞∑
n=1

∫
γ

fn(z)dz. (5.3)

Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà èç íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé íà âñåì ìíîæåñòâå E ÿâëÿåòñÿ ëèøü äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðÿäà íà ìíîæåñòâå E. Âî ìíîãèõ î÷åíü âàæíûõ
äëÿ íàñ ñëó÷àÿõ åå íåò. Ïîýòîìó ââåäåì áîëåå ãèáêîå ïîíÿòèå ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè âíóòðè îáëàñòè.
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Ðèñ. 5.1:

Îïðåäåëåíèå 25. Ðÿä (5.1), îïðåäåëåííûé â îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ âíóòðè D, åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà
ëþáîì ìíîæåñòâå E b D.

Òåîðåìà 9 (Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ðÿäàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíê-
öèé). Ïóñòü ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè îáëàñòè D è âñå
÷ëåíû ðÿäà ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè. Òîãäà ñóììà f(z) =∑∞

n=1 fn(z) òàêæå ãîëîìîðôíà â D è äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàç-
ëîæåíèå

f (k)(z) =
∞∑
n=1

f (k)
n (z), (5.4)

ïðè÷åì ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (5.4) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îòêðûòûé êðóã Ur(z0) b
D. Ïîêàæåì, ÷òî f ∈ O(Ur(z0)). Òîãäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè Ur(z0), ïî-
ëó÷èì, ÷òî f ∈ O(D). Ïî óñëîâèþ ðÿä (5.1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â Ur(z0),
ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ C(Ur(z0)). Òàê êàê fn ∈ O(Ur(z0)) ïðè âñåõ n ∈ N,
òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî òðåóãîëüíèêà ∆ b Ur(z0) â ñèëó èíòåãðàëüíîé
òåîðåìû Êîøè èìååì

∫
∂∆
fn(ξ)dξ = 0. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà

(5.1) íà ãðàíèöå òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ïî÷ëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ∫

∂∆

f(ξ)dξ =
∞∑
n=1

∫
∂∆

fn(ξ)dξ = 0.
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Îòñþäà, ïî òåîðåìå Ìîðåðû, f ∈ O(Ur(z0)).
2. Ïóñòü k ∈ N. Ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (5.4) ñõîäèò-

ñÿ ðàâíîìåðíî ê f (k)(z) â ëþáîì îòêðûòîì êðóãå Ur(a) b D Ïîñêîëüêó
Ur(a) b D, ñóùåñòâóåò òàêîå R > r, ÷òî UR(a) b D. Òàê êàê f ∈ O(D),
òî f ∈ O(UR(a)) è èç ôîðìóë (4.7) â òî÷êàõ z ∈ Ur(a) èìååì

f (k)(z) =
k!

2πi

∫
∂UR(a)

f(ξ)

(ξ − z)k+1
dξ, f (k)

n (z) =
k!

2πi

∫
∂UR(a)

fn(ξ)

(ξ − z)k+1
dξ.

(5.5)
Îòìåòèì, ÷òî |ξ − z| > R− r ïðè âñåõ ξ ∈ ∂UR(a), z ∈ Ur(a) (ñì. ðèñ.

5.1). Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (5.1) íà îêðóæ-
íîñòè ∂UR(a), ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣f (k)(z)−

n∑
j=1

f (k)
n (z)

∣∣∣∣∣ =
k!

2π

∣∣∣∣∣
∫
∂UR(a)

f(ξ)−
∑n

j=1 fj(ξ)

(ξ − z)k+1
dξ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ k!

2π

supξ∈∂UR(a)

∣∣∣f(ξ)−
∑n

j=1 fj(ξ)
∣∣∣

(R− r)k+1
2πR.

Ýòî âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò z è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ â ñèëó
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (5.1) íà îêðóæíîñòè ∂UR(a). Ïîýòîìó ðÿä
â ïðàâîé ÷àñòè (5.4) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â êðóãå Ur(a).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (5.4) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà
ëþáîì ìíîæåñòâåQ b D. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâàQ, ñóùåñòâóåò
êîíå÷íîå ÷èñëî êðóãîâ Urj(zj) b D, 1 ≤ j ≤ m òàêîå, ÷òîQ ⊂ ∪mj=1Urj(zj).
Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà íà êàæäîì èç ýòèõ êðóãîâ, ïîëó÷àåì,
÷òî îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà èõ îáúåäèíåíèè ∪mj=1Urj(zj), à çíà÷èò è
íà ìíîæåñòâå Q.

5.2 Ñòåïåííûå ðÿäû è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 26. Ïóñòü {an}, n = 0, 1, . . . � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, a ∈ C. Âûðàæåíèå

∞∑
n=0

an(z − a)n (5.6)
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íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì ñ öåíòðîì â òî÷êå a. ×èñëî

R =
(

lim
n→∞

n
√
|an|
)−1

∈ [0,+∞] (5.7)

íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ðÿäà (5.6). Êðóã UR(a) íàçûâàåòñÿ êðó-
ãîì ñõîäèìîñòè ðÿäà (5.6). Ôîðìóëà (5.7) äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà ñõî-
äèìîñòè íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êîøè-Àäàìàðà.

Òî÷íî òàê æå, êàê è â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 10 (Òåîðåìà Êîøè-Àäàìàðà). Ðÿä (5.6) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
ïðè z ∈ UR(a) è ðàñõîäèòñÿ ïðè z ∈ C \ UR(a).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òîæå àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â êóðñå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ïðåäëîæåíèå 24. Ñòåïåííîé ðÿä (5.6) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè
ñâîåãî êðóãà ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q b UR(a). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå r ∈ (0, R),
÷òî Q ⊂ Ur(a). Ïî òåîðåìå Êîøè-Àäàìàðà, ðÿä (5.6) ñõîäèòñÿ àáñîëþò-
íî â òî÷êå a + r, ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=0 |an|rn. Òàê êàê äëÿ

ëþáîãî z ∈ Q èìååì |z−a| ≤ r, òî |an(z−a)n| ≤ |an|rn, ïîýòîìó ðÿä (5.6)
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå Q ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ðàäèóñ R ñõîäèìîñòè ðÿäà (5.6) îòëè÷åí îò íóëÿ.
Òîãäà â êðóãå UR(a) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=0 an(z − a)n.

Èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 7 (Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñòåïåííîãî ðÿäà). Äëÿ ëþáîãî
z ∈ UR(a) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå∫ z

a

f(ξ)dξ =
∞∑
n=0

an
n+ 1

(z − a)n+1, (5.8)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ëþáîé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé γ, ëåæà-
ùåé â êðóãå UR(a) ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è êîíöîì â òî÷êå z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê γ � êîìïàêò, òî èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ
ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä (5.6) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà γ. Ïîýòîìó ôîðìóëà
(5.8) ïîëó÷àåòñÿ ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ðÿäà (5.6).
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Ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà âëå÷åò

Ñëåäñòâèå 8 (Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñòåïåííîãî ðÿäà). Cóììà
ñòåïåííîãî ðÿäà (5.6) ãîëîìîðôíà â åãî êðóãå ñõîäèìîñòè. Äëÿ êàæäîãî
k ∈ N ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f (k)(z) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)an(z − a)n−k. (5.9)

Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðèâåäåííûì â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ â ïðàâîé ÷àñòè
ôîðìóë (5.8), (5.9) òàêæå ðàâíû R.

5.3 Ðÿä Òåéëîðà ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 27. Ïóñòü f ∈ O(a)1. Ñòåïåííîé ðÿä

f(a) +
∞∑
n=1

f (n)(a)

n!
(z − a)n (5.10)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Ïðåäëîæåíèå 25. Ïóñòü f ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà (5.6) c ðàäèóñîì
ñõîäèìîñòè R 6= 0. Òîãäà ðÿä (5.6) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f
ñ öåíòðîì â òî÷êå a è äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, R) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

an =
1

2πi

∫
∂Ur(a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ, n = 0, 1, . . . . (5.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ z = a â ôîðìóëû (5.6), (5.9), ïîëó÷àåì
f(a) = a0, f

(k)(a) = k!ak, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (5.6) ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì
(5.10). Ïîýòîìó ðàâåíñòâà (6.7) ñëåäóþò èç (4.7).

Ñëåäñòâèå 9 (Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä). Åñëè ôóíê-
öèÿ f ãîëîìîðôíà â êðóãå Ur(a) è çàäàåòñÿ â íåì ñõîäÿùèìñÿ ñòåïåí-
íûì ðÿäîì

f(z) =
∞∑
n=0

bn(z − a)n,

òî ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â òî÷êå a.
1Íàïîìíèì, ÷òî f ∈ O(a), åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=0 bn(z − a)n è
F (z) � ñóììà ýòîãî ðÿäà â òî÷êàõ êðóãà UR(a). Ñîãëàñíî óñëîâèþ, r ≤ R.

Òàê êàê F (z) = f(z) â êðóãå Ur(a), òî bn = F (n)(a)
n!

= f (n)(a)
n!

, ñëåäîâàòåëüíî,
äàííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f c öåíòðîì â òî÷êå a.

Ïðåäëîæåíèå 26 (Íåðàâåíñòâà Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííîãî
ðÿäà). Ïóñòü R 6= 0 ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ðÿäà (5.6), a f �
åãî ñóììîé. Äëÿ r ∈ (0, R) ïîëîæèì M(r) = maxξ∈∂Ur(a) |f(ξ)|. Òîãäà
êîýôôèöèåíòû ðÿäà (5.6) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì Êîøè:

|an| ≤
M(r)

rn
. (5.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì èíòåãðàë â (6.7) ñ ïîìîùüþ (3.9):

|an| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
∂Ur(a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

M(r)

rn+1
2πr =

M(r)

rn
.

Òåîðåìà 11 (Òåîðåìà Òåéëîðà î ðàçëîæåíèè ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â
ñòåïåííîé ðÿä). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è Ur(a) ⊂ D.
Òîãäà ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â òî÷êå a ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè
f â êðóãå Ur(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó z ∈ Ur(a) è ÷èñëî ρ ∈ (|z − a|, r).
Òàê êàê f ∈ O(Uρ(a)), òî èç èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè (3.12) ïîëó-
÷àåì

f(z) =
1

2πi

∫
∂Uρ(a)

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Ïîëîæèì M(ρ) = maxξ∈∂Uρ(a) |f(ξ)|. Ïîñêîëüêó â òî÷êàõ ξ ∈ ∂Uρ(a)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà |z − a| < ρ = |ξ − a| (ñì. ðèñ 5.2), ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

f(ξ)

ξ − z
=

f(ξ)

(ξ − a)− (z − a)
=

f(ξ)

ξ − a

(
1− z − a

ξ − a

)−1

=
∞∑
n=0

f(ξ)(z − a)n

(ξ − a)n+1
.

(5.13)
Òàê êàê

max
ξ∈∂Uρ(a)

∣∣∣∣f(ξ)(z − a)n

(ξ − a)n+1

∣∣∣∣ ≤ M(ρ)

ρ

(
|z − a|
ρ

)n
,

62



Ðèñ. 5.2:

òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (5.13) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî (îòíîñèòåëüíî ïàðà-
ìåòðà ξ) íà îêðóæíîñòè ∂Uρ(a) ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, èáî îí ìà-
æîðèðóåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ è íå çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà ξ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèåé.

Ïîýòîìó ðÿä (5.13) äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, ñëåäîâà-
òåëüíî

f(z) =
∞∑
n=0

1

2πi

∫
∂Uρ(a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ(z − a)n =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. (Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ôîðìóë
(4.7)).

Èç òåîðåìû Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî ðÿäû Òåéëîðà öåëûõ ôóíêöèé ñõî-
äÿòñÿ ê íèì íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð,
ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçëîæåíèÿ

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
,

cos z =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
z2n,
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Ðèñ. 5.3:

sin z =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
z2n+1

ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ z ∈ C.
Òåîðåìà Òåéëîðà ïîçâîëÿåò òàêæå íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåé-

ëîðà, íå ïðîâîäÿ ñàìîãî ðàçëîæåíèÿ.
Ïðèìåð. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè f(z) =

ecos z

ez+1
ñ öåíòðîì â òî÷êå a = 1.

Ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé â îáëàñòèD = C\{iπ(2k+1), k ∈
Z}. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Òåéëîðà ôóíêöèÿ f(z) ðàçëîæèìà â ðÿä
Òåéëîðà â ëþáîì êðóãå Ur(a), ñîäåðæàùåìñÿ â îáëàñòè D. Ïîñêîëüêó
limz→iπ(2k+1) f(z) = ∞, êðóã ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè f(z) íå
ñîäåðæèò òî÷åê iπ(2k+1), k ∈ Z. Êðóã ìàêñèìàëüíîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì
a = 1, îáëàäàþùèé òàêèì ñâîéñòâîì, èìååò ðàäèóñ

√
1 + π2 (ñì. ðèñ. 5.3).

Ïîýòîìó èñêîìûé ðàäèóñ ðàâåí
√

1 + π2.
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5.4 Íóëè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, òåîðåìà åäèí-

ñòâåííîñòè

Ïðåäëîæåíèå 27. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ O(a), f(a) = 0 è f íå ðàâíà
òîæäåñòâåííî íóëþ íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà:

à) ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî f (n)(a) 6= 0, f (k)(a) = 0 ïðè âñåõ
íàòóðàëüíûõ k ìåíüøèõ n;

á) â íåêîòîðîì êðóãå Ur(a) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(z) = (z − a)ng(z), (5.14)

ãäå ôóíêöèÿ g ãîëîìîðôíà â êðóãå Ur(a) è îòëè÷íà îò íóëÿ âñþäó â
ýòîì êðóãå.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Ïî óñëîâèþ f ∈ O(Uρ(a)) äëÿ íåêîòîðîãî ρ > 0.
Ïóñòü

∑∞
k=0 ak(z − a)k � ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Ïî òåîðåìå Òåéëîðà, â òî÷êàõ z ∈ Uρ(a) ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ê f(z) è,
ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïîñòîÿííà â êðóãå Uρ(a), òî íå âñå êîýôôèöèåíòû
ðÿäà ðàâíû íóëþ. Òàê êàê f(a) = 0, òî a0 = 0. Òîãäà ÷èñëî n = min{k ∈
N : ak 6= 0} � èñêîìîå.

á) Ïðè z ∈ Uρ(a) èìååì

f(z) =an(z − a)n + an+1(z − a)n+1 + · · · = (z − a)n
∞∑
k=n

ak(z − a)k−n =

=(z − a)ng(z), ãäå g(z) = an + an+1(z − a) + . . . .

(5.15)

Èç ðàâåíñòâà (5.15) ñëåäóåò, ÷òî ðÿä an + an+1(z − a) + . . . ñõîäèòñÿ â
êðóãå Uρ(a), ïîýòîìó åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íå ìåíüøå ρ è åãî ñóììà g(z)
ãîëîìîðôíà, à çíà÷èò è íåïðåðûâíà â êðóãå Uρ(a). Òàê êàê g(a) = an 6= 0,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå r ∈ (0, ρ], ÷òî g(z) 6= 0 â òî÷êàõ êðóãà Ur(a).

Îïðåäåëåíèå 28. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ O(a), f(a) = 0 è f íå ðàâíà
òîæäåñòâåííî íóëþ íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. ×èñëî

n = min{k ∈ N : f (k)(a) 6= 0}

íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì íóëÿ ôóíêöèè f â òî÷êå a.
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Ñëåäñòâèå 10 (Èçîëèðîâàííîñòü íóëåé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è îáðàùàåòñÿ â íóëü â íåêîòî-
ðîé òî÷êå a ∈ D. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé êðóã Ur(a) ⊂ D, ÷òî ëèáî
ôóíêöèÿ f òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ â ýòîì êðóãå, ëèáî f(z) 6= 0 ïðè
z ∈ U0

r (a).

Òåîðåìà 12 (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü D � îáëàñòü â C è E ⊂
D � åå ïîäìíîæåñòâî, èìåþùåå ïðåäåëüíóþ òî÷êó a ∈ D2. Òîãäà åñëè
f1, f2 ∈ O(D) è f1(z) = f2(z) ïðè âñåõ z ∈ E, òî f1(z) = f2(z) ïðè âñåõ
z ∈ D.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäó-
þùåå ñâîéñòâî îáëàñòè:

Ëåììà 1 (Ëåììà îá îòêðûòî-çàìêíóòîì ìíîæåñòâå). Ïóñòü V � òàêîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè D, ÷òî:

a) V îòêðûòî,
á) V çàìêíóòî â D, òî åñòü äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} ⊂

V , ñõîäÿùåéñÿ ê ÷èñëó z0 ∈ D âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå z0 ∈ V .
Òîãäà V = D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê V 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà z1 ∈ V . Äîïóñòèì
îò ïðîòèâíîãî, ÷òî V 6= D. Âîçüìåì òî÷êó z2 ∈ D \ V . Òàê êàê îáëàñòü
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ : [a, b]→
D ñ íà÷àëîì γ(a) = z1 è êîíöîì γ(b) = z2. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âëîæåííûõ îòðåçêîâ

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] · · · ⊃ [an, bn] . . .

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
1) a1 = a, b1 = b. Òåì ñàìûì γ(a1) ∈ V , γ(b1) ∈ D \ V .
2) Åñëè γ(an+bn

2
) ∈ V , òî an+1 = an+bn

2
, bn+1 = bn. Èíà÷å an+1 = a,

bn+1 = an+bn
2

.
Ïî ïîñòðîåíèþ γ(ak) ∈ V , γ(bk) ∈ D \V , bk−ak = b−a

2k
ïðè âñåõ k ∈ N.

Ïî òåîðåìå èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ, äëèíû
êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è
{bn} ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó c ∈ [a, b]. Ïóñòü z0 = γ(c) (ñì.
ðèñ. 5.4). Ïîñêîëüêó êðèâàÿ γ íåïðåðûâíà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {γ(an)}
è {γ(bn)} ñõîäÿòñÿ ê z0.

2ò.å. äëÿ ëþáîãî ρ > 0 ïåðåñå÷åíèå E ∩ U0
ρ (a) íåïóñòî.
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Ðèñ. 5.4:

Òàê êàê V çàìêíóòî â D, òî z0 ∈ V .
Òàê êàê V îòêðûòî, òî ñóùåñòâóåò êðóã Ur(z0) ⊂ V . Íî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {γ(bn)} òî÷åê èç D \ V ñõîäèòñÿ ê z0, çíà÷èò, âñå åå ÷ëåíû,
êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, ëåæàò â êðóãå Ur(z0), ÷òî íåâîç-
ìîæíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü g(z) = f1(z) − f2(z).
Òîãäà ôóíêöèÿ g ãîëîìîðôíà â D è îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ ìíîæå-
ñòâà E. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10 ñóùåñòâóåò êðóã Ur(a), â êîòîðîì ôóíêöèÿ
g òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V òî÷åê z ∈ D òàêèõ, ÷òî g òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z. Òàê êàê a ∈ D, òî V 6= ∅.
Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî V îòêðûòî.

Ïóñòü {zn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç V , ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå
z0 ∈ D. Òàê êàê g íåïðåðûâíà è g(zn) = 0 ïðè âñåõ n ∈ N, òî g(z0) = 0.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî z0 = zn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N, ëèáî zn 6= z0

ïðè âñåõ n ∈ N. Â ïåðâîì ñëó÷àå z0 = zn ∈ V . Âî âòîðîì ñëó÷àå â êàæäîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 åñòü òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn},
çíà÷èò z0 � íåèçîëèðîâàííûé íóëü ôóíêöèè g, è, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10,
g òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0. Ïîýòîìó
z0 ∈ V . Òàêèì îáðàçîì, V çàìêíóòî â D.
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Ïî ëåììå îá îòêðûòî-çàìêíóòîì ìíîæåñòâå ïîëó÷àåì, ÷òî V = D.
Ñëåäîâàòåëüíî, f1(z) = f2(z) äëÿ âñåõ z ∈ D.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå a ∈ D äëÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êè a ìíîæåñòâà E ñóùåñòâåííî.

Ïðèìåð.ÏóñòüD = C\{0}, f1(z) = sin(π
z
), f2(z) ≡ 0, E = {1, 1

2
, 1

3
, . . . }.

Òîãäà ìíîæåñòâî E èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó a = 0, îäíàêî f1 6≡ f2.
Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ïîçâîëÿåò óòî÷íèòü ñëåäñòâèå 10 îá èçîëè-

ðîâàííîñòè íóëåé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè
D è ðàâíà íóëþ â òî÷êå a ∈ D. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé êðóã Ur(a) ⊂
D, ÷òî f(z) 6= 0 ïðè z ∈ U0

r (a). Èíûìè ñëîâàìè, âñå íóëè íåïîñòîÿííîé
ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè èçîëèðîâàíû.
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Ãëàâà 6

Ðÿäû Ëîðàíà. Èçîëèðîâàííûå

îñîáûå òî÷êè ãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé.

Ðÿäû Ëîðàíà, èçó÷àåìûå â ýòîé ëåêöèè, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðÿäîâ
Òåéëîðà è ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè âáëè-
çè åå èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé.

6.1 Ðÿäû Ëîðàíà è èõ ñâîéñòâà

Äàëåå äëÿ ÷èñåë 0 ≤ r1 < r2 ≤ ∞, a ∈ C ÷åðåç Kr1,r2(a) áóäåì îáîçíà÷àòü
êîëüöî {z ∈ C : r1 < |z − a| < r2}.
Îïðåäåëåíèå 29. Ïóñòü a è an, n ∈ Z � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ðÿä

∞∑
n=−∞

an(z − a)n (6.1)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà. ×àñòü
∞∑
n=0

an(z − a)n (6.2)

íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ÷àñòüþ ðÿäà (6.1), à îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü

−1∑
n=−∞

an(z − a)n :=
∞∑
n=1

a−n(z − a)−n (6.3)
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íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ðÿäà (6.1). Ðÿä (6.1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèì-
ñÿ, åñëè îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ ðÿäû

∞∑
n=0

an(z − a)n,
∞∑
n=1

a−n(z − a)−n,

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî åãî ïðàâèëüíóþ è ãëàâíóþ ÷àñòè.

Ïðåäëîæåíèå 28 (Ñõîäèìîñòü ðÿäà Ëîðàíà). Ïóñòü R = 1

limn→∞
n
√
|an|

,

r = limn→∞
n
√
|a−n|. Òîãäà:

1. Åñëè R < r, òî ðÿä (6.1) ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå z ∈ C.
2. Åñëè r < R, òî (6.1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â êîëüöå Kr,R(a), ðàñ-

õîäèòñÿ åñëè |z − a| < r èëè |z − a| > R. Ïðè ýòîì êàæäûé èç ðÿäîâ
(6.2), (6.3) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè êîëüöà Kr,R(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Êîøè-Àäàìàðà, ÷èñëî R ÿâëÿåòñÿ ðàäèó-
ñîì ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.2). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
â êðóãå UR(a) è ðàñõîäèòñÿ ïðè |z− a| > R. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 24, ðÿä
(6.2) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè êðóãà UR(a).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä (6.3) ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì. Çàìåíà ζ =
(z − a)−1 ïðåâðàùàåò ýòîò ðÿä â ñòåïåííîé:

∞∑
n=1

a−nζ
n. (6.4)

Âíîâü ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Êîøè-Àäàìàðà, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä (6.4) ñõî-
äèòñÿ àáñîëþòíî ïðè |ζ| < r−1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè |ζ| > r−1. Â ñèëó ïðåä-
ëîæåíèÿ 24, ðÿä (6.4) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè êðóãà U 1

r
(a). Äåëàÿ

îáðàòíóþ çàìåíó z − a = 1
ζ
, ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä (6.3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî

ïðè |z− a| > r, ðàñõîäèòñÿ ïðè |z− a| < r è ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè
ìíîæåñòâà {z ∈ C : |z − a| > r}.

Îïðåäåëåíèå 30. Ïóñòü r < R � òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðåä-
ëîæåíèè. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî Kr,R(a) êîëüöîì ñõîäèìîñòè ðÿäà
(6.1).

Ïðåäëîæåíèå 29 (Ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà). Ïóñòü
r < R � òå æå, ÷òî è âûøå. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z) =

∑∞
n=−∞ an(z − a)n
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ãîëîìîðôíà â êîëüöå Kr,R(a) è äëÿ ëþáîãî ρ ∈ (r, R) êîýôôèöèåíòû ðÿäà
(6.1) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

an =
1

2πi

∫
∂Uρ(a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ, n ∈ Z. (6.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðÿäû (6.2),
(6.3) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè êîëüöà Kr,R(a). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïåð-
âîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, èõ ñóììû

f1(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n, f2(z) =
∞∑
n=1

a−n(z − a)−n

ãîëîìîðôíû â Kr,R(a), à çíà÷èò è ôóíêöèÿ f(z) = f1(z) + f2(z) ãîëî-
ìîðôíà â ýòîì êîëüöå.

Ïóñòü ρ ∈ (r, R), n ∈ Z. Òàê êàê ∂Uρ(a) b Kr,R, òî ðÿäû (6.2), (6.3)
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ýòîé îêðóæíîñòè ê ñóììàì f1 è f2 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïîñêîëüêó â òî÷êàõ ξ ∈ ∂Uρ(a) ôóíêöèÿ (ξ − a)−n−1 îãðàíè÷åíà1,
òî è ðÿäû

∑∞
j=0 aj(z− a)j−n−1,

∑∞
j=1 a−j(z− a)−j−n−1 ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåð-

íî íà îêðóæíîñòè ∂Uρ(a) ê ôóíêöèÿì f1(ξ)
(ξ−a)n+1 è

f2(ξ)
(ξ−a)n+1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷àåì

1

2πi

∫
∂Uρ(a)

f(ξ)dξ

(ξ − a)n+1
=

1

2πi

∫
∂Uρ(a)

f1(ξ)dξ

(ξ − a)n+1
+

1

2πi

∫
∂Uρ(a)

f2(ξ)dξ

(ξ − a)n+1
=

=
1

2πi

∞∑
j=0

∫
∂Uρ(a)

aj(z− a)j−n−1dξ+
1

2πi

∞∑
j=1

∫
∂Uρ(a)

a−j(z− a)−j−n−1dξ = an.

(Ìû ó÷ëè, ÷òî
∫
∂Uρ(a)

dξ
(ξ−a)k

= 0 ïðè k 6= −1,
∫
∂Uρ(a)

dξ
(ξ−a)

= 2πi.)

Ñëåäñòâèå 12 (Åäèíñòâåííîñòü êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà). Ïóñòü
ðÿä (6.1) ñõîäèòñÿ â êîëüöå Kr1,r2(a) ê ôóíêöèè f(z). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ρ ∈ (r1, r2) êîýôôèöèåíòû ðÿäà (6.1) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (6.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 28 ñëåäóåò, ÷òî Kr1,r2(a) ñîäåðæèòñÿ
â êîëüöå Kr,R ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.1). Ïóñòü F (z) =

∑∞
n=−∞ an(z − a)n,

1|ξ − a|−n−1 = ρ−n−1, ïðè ξ ∈ ∂Uρ(a)
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z ∈ Kr,R. Òàê êàê f(z) = F (z) ïðè z ∈ Kr1,r2(a), òî äëÿ ëþáîãî ρ ∈ (r1, r2)
â ñèëó (6.5) ïðè n ∈ Z èìååì

an =
1

2πi

∫
∂Uρ(a)

F (ξ)

(ξ − a)n+1
dξ =

1

2πi

∫
∂Uρ(a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ïðåäëîæåíèå 30 (Íåðàâåíñòâà Êîøè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðà-
íà). Ïóñòü Kr,R(a) � êîëüöî ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.1). Äëÿ ëþáîãî ρ ∈
(r, R) ïîëîæèì M(ρ) = maxξ∈∂Uρ(a) |f(ξ)|. Òîãäà êîýôôèöèåíòû ðÿäà
(6.1) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì Êîøè:

|an| ≤
M(ρ)

ρn
. (6.6)

6.2 Ðàçëîæåíèå ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè â êîëü-

öå â ðÿä Ëîðàíà

Òåîðåìà 13 (Òåîðåìà Ëîðàíà). Ïóñòü f ∈ O(Kr1,r2(a)). Òîãäà:
1. ×èñëà

an =
1

2πi

∫
∂Uρ(a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ, n ∈ Z, (6.7)

íå çàâèñÿò îò ρ ∈ (r1, r2).
2. Äëÿ ëþáîãî z ∈ Kr1,r2(a) ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâèìà ñõîäÿùèìñÿ

ðÿäîì: f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z − a)n, íàçûâàåìûì ðÿäîì Ëîðàíà ôóíêöèè f
â êîëüöå Kr1,r2(a). Êîýôôèöèåíòû an, n ∈ Z íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåí-
òàìè Ëîðàíà ôóíêöèè f â êîëüöå Kr1,r2(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ρ1 < ρ2 èç èíòåðâàëà
(r1, r2) è n ∈ Z. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(z)

(z−a)n+1 ãîëîìîðôíà â êîëüöå Kr1,r2(a),

ñîäåðæàùåì Kρ1,ρ2(a), òî ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè∫
∂Kρ1,ρ2 (a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ = 0.
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Ðèñ. 6.1:

Ïîñêîëüêó∫
∂Kρ1,ρ2 (a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ =

∫
∂Uρ2 (a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ −

∫
∂Uρ1 (a)

f(ξ)

(ξ − a)n+1
dξ,

ïîëó÷àåì
∫
∂Uρ2 (a)

f(ξ)
(ξ−a)n+1dξ =

∫
∂Uρ1 (a)

f(ξ)
(ξ−a)n+1dξ. (Âòîðîé èç èíòåãðàëîâ

áåðåòñÿ ñî çíàêîì �ìèíóñ�, òàê êàê âíóòðåííÿÿ îêðóæíîñòü êîëüöà îðè-
åíòèðîâàíà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ñì. ðèñ. 6.1).

2. Çàôèêñèðóåì z ∈ Kr1,r2(a) è âûáåðåì ρ1, ρ2, óäîâëåòâîðÿþùèå ñî-
îòíîøåíèþ

r1 < ρ1 < |z − a| < ρ2 < r2.

Òàê êàê f íåïðåðûâíà íà êîìïàêòåKρ1,ρ2(a), òîM = maxξ∈Kρ1,ρ2 (a) |f(ξ)| <
+∞.

Èç èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè ñëåäóåò, ÷òî

f(z) =
1

2πi

∫
∂Kρ1,ρ2 (a)

f(ξ)dξ

ξ − z
= I2(z)− I1(z), ãäå

I2(z) =
1

2πi

∫
∂Uρ2 (a)

f(ξ)dξ

ξ − z
, I1(z) =

1

2πi

∫
∂Uρ1 (a)

f(ξ)dξ

ξ − z
.

(6.8)

(Èíòåãðàë I1(z) áåðåòñÿ ñî çíàêîì �ìèíóñ�, òàê êàê âíóòðåííÿÿ îêðóæ-
íîñòü îðèåíòèðîâàíà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ñì. ðèñ.)). Ðàçëîæèì êàæäûé
èç èíòåãðàëîâ I2(z), I1(z) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z − a.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà I2(z). Åãî ìû áóäåì ðàñêëàäûâàòü â ðÿä òàê æå,

êàê è â òåîðåìå Òåéëîðà. Ïóñòü ξ ∈ ∂Uρ2(a). Òîãäà
∣∣∣ z−aξ−a

∣∣∣ = |z−a|
ρ2

< 1.

Ïîýòîìó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â I2(z) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ:

f(ξ)

ξ − z
=

f(ξ)

(ξ − a)− (z − a)
=

f(ξ)

(ξ − a)

1

1− z−a
ξ−a

=
∞∑
n=0

f(ξ)(z − a)n

(ξ − a)n+1
. (6.9)

Ïîñêîëüêó ïðè ξ ∈ ∂Uρ2(a) ñïðàâåäëèâû îöåíêè∣∣∣∣f(ξ)(z − a)n

(ξ − a)n+1

∣∣∣∣ ≤ M |z − a|n

ρ2
n+1

, n = 0, 1, . . .

è ðÿä
∑∞

n=0
M |z−a|n
ρ2n+1 ñõîäèòñÿ è íå çàâèñèò îò ξ, òî ðÿä (6.9) ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ξ ∈ ∂Uρ2(a) ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà.
Èíòåãðèðóÿ ïî÷ëåííî ðÿä (6.9) è ó÷èòûâàÿ (6.7) ïðè ρ = ρ2, ïîëó÷àåì

I2(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n. (6.10)

Ðàññìîòðèì òåïåðü I1(z). Ïðè ξ ∈ ∂Uρ1(a) èìååì
∣∣ ξ−a
z−a

∣∣ = ρ1
|z−a| < 1.

Ïîýòîìó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â I1(z) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ãåîìåò-
ðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ:

f(ξ)

ξ − z
=

f(ξ)

(ξ − a)− (z − a)
= − f(ξ)

(z − a)

1

1− ξ−a
z−a

= −
∞∑
j=0

f(ξ)(ξ − a)j

(z − a)j+1
.

(6.11)
Òàê êàê ïðè ξ ∈ ∂Uρ1(a) ñïðàâåäëèâû îöåíêè∣∣∣∣f(ξ)(ξ − a)j

(z − a)j+1

∣∣∣∣ ≤ Mρj1
|z − a|j+1 , j = 0, 1, . . .

è ðÿä
∑∞

j=0
Mρj1
|z−a|j+1 ñõîäèòñÿ è íå çàâèñèò îò ξ, òî ðÿä (6.11) ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ξ ∈ ∂Uρ1(a) ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà.
Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ðÿäà (6.11) ñ ó÷åòîì (6.7) ïðè ρ = ρ1 äàåò

I1(z) = −
∞∑
j=0

a−j−1(z − a)−j−1 = −
−1∑

n=−∞

an(z − a)n. (6.12)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ z ∈ Kr1,r2 ôóíêöèÿ f(z) ðàñêëàäûâàåòñÿ â
ñõîäÿùèéñÿ ðÿä Ëîðàíà:

f(z) = I2(z)− I1(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − a)n.

Çàìå÷àíèå 8. Èç òåîðåìû Ëîðàíà è ñëåäñòâèÿ 12 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíê-
öèÿ f , ãîëîìîðôíàÿ â êîëüöå Kr1,r2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ýòîì êîëüöå â ðÿä
Ëîðàíà f(z) =

∑∞
n=−∞ an(z − a)n åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì êî-

ýôôèöèåíòû an, n ∈ N óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (6.7) äëÿ ëþáîãî
ρ ∈ (r1, r2).

6.3 Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè

Îïðåäåëåíèå 31. Òî÷êà a ∈ C íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷-
êîé (ãîëîìîðôíîé) ôóíêöèè f(z), åñëè f ∈ O(U0

δ (a)) äëÿ íåêîòîðîãî
δ > 0. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ:

(1) óñòðàíèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò limz→a f(z) ∈ C;
(2) ïîëþñîì, åñëè limz→a f(z) =∞;
(3) cóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà (íè êî-

íå÷íîãî, íè áåñêîíå÷íîãî) ôóíêöèè f(z) ïðè z → a.

Ïðèìåðû. Òî÷êà a = 0 ÿâëÿåòñÿ:
1) óñòðàíèìîé äëÿ ôóíêöèè f(z) = sin z

z
,

2) ïîëþñîì äëÿ ôóíêöèè g(z) = 1
z
,

3) ñóùåñòâåííî îñîáîé äëÿ ôóíêöèè h(z) = e
1
z .

Îòìåòèì, ÷òî ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü U0
δ (a) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîìK0,δ(a).

Èç òåîðåìû Ëîðàíà ñëåäóåò, ÷òî â U0
δ (a) ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà ñõîäÿ-

ùèìñÿ ðÿäîì Ëîðàíà f(z) =
∑∞

n=−∞ an(z − a)n. Ïîñìîòðèì, êàêîé âèä
èìååò ýòîò ðÿä äëÿ êàæäîãî òèïà èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè.

6.3.1 Îïèñàíèå óñòðàíèìûõ îñîáûõ òî÷åê.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U0
δ (a) òî÷êè

a.
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Ïðåäëîæåíèå 31. Cëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) a � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà;
(2) ôóíêöèÿ f(z) îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

U0
r (a);
(3) êîýôôèöèåíòû an, n < 0 ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f â êîëüöå U0

δ (a)
ðàâíû íóëþ;

(4) ìîæíî äîîïðåäåëèòü ôóíêöèþ f(z) â òî÷êå a äî ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèè â êðóãå Uδ(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2) � î÷åâèäíî.
(2) ⇒ (3). Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òàêîå M > 0, ÷òî |f(z)| ≤ M ïðè

z ∈ U0
r (a). Èç íåðàâåíñòâ Êîøè (6.6) ïðè ρ ∈ (0, r) è k ∈ N ïîëó÷àåì

|a−k| ≤Mρk. Óñòðåìëÿÿ ρ→ 0 + 0, ïîëó÷àåì a−k = 0.
(3) ⇒ (4). Ïî óñëîâèþ f(z) =

∑∞
n=0 an(z − a)n ïðè z ∈ U0

δ (a). Â ñè-
ëó òåîðåìû Êîøè-Àäàìàðà, ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=0 an(z − a)n íå

ìåíüøå δ. Ïîëàãàÿ f(a) = a0, ïîëó÷àåì, ÷òî f ∈ O(Uδ(a)) â ñèëó ãîëî-
ìîðôíîñòè ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà â êðóãå ñõîäèìîñòè.

(4) ⇒ (1) î÷åâèäíî.

6.3.2 Îïèñàíèå ïîëþñîâ.

Ïðåäëîæåíèå 32. Ïóñòü f ∈ O(U0
δ (a)). Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(1) Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè f .
(2) Ñóùåñòâóþò òàêèå n ∈ N è ôóíêöèÿ g, ãîëîìîðôíàÿ â êðóãå

Uδ(a), ÷òî g(a) 6= 0 è

f(z) = (z − a)−ng(z) ïðè z ∈ U0
δ (a). (6.13)

(3) Ãëàâíàÿ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f c öåíòðîì â òî÷êå a ñî-
äåðæèò êîíå÷íîå (íî íåíóëåâîå ÷èñëî) îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷ëåíîâ. Ïðè
ýòîì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f â ðÿä Ëîðàíà íà ìíîæåñòâå U0

δ (a) èìååò
âèä

f(z) =
∞∑

k=−n

ak(z − a)k, (6.14)

äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N, ïðè÷åì a−n 6= 0.
×èñëî n â ïðåäñòàâëåíèÿõ (6.13), (6.14) îäíî è òî æå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Ïóñòü limz→a f(z) = ∞. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå δ1 ≤ δ, ÷òî f(z) 6= 0 ïðè z ∈ U0

δ1
(a). Ðàññìîòðèì

φ(z) =
1

f(z)
, z ∈ U0

δ1
(a).

Òîãäà φ ∈ O(U0
δ1

(a)) è limz→a φ(z) = 0. Ïîëîæèì φ(a) = 0. Èç ïðåäûäóùå-
ãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî φ ∈ O(Uδ1(a)). Ïóñòü n ∈ N � ïîðÿäîê íóëÿ
ôóíêöèè φ â òî÷êå a. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 27, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
φ(z) = (z − a)nh(z), ãäå ôóíêöèÿ h ∈ O(Uδ1(a)), h(a) 6= 0. Òàê êàê ôóíê-
öèÿ φ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ èç ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U0

δ1
(a),

òî ôóíêöèÿ h íå èìååò íóëåé â öåëîì êðóãå Uδ1(a). Ïóñòü g(z) = 1
h(z)

.

Òîãäà g(z) òàêæå êàê è h(z) ãîëîìîðôíà â öåëîé îêðåñòíîñòè Uδ1(a) è
íå èìååò â íåé íóëåé. Òåì ñàìûì â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U0

δ1
(a) èìå-

åì φ(z) = (z−a)n

g(z)
, f(z) = (z − a)−ng(z). Òàê êàê g(z) = f(z)(z − a)n ïðè

z ∈ U0
δ1

(a), òî äîîïðåäåëèâ åå ýòèì æå ðàâåíñòâîì â òî÷êàõ z ∈ U0
δ (a),

ïîëó÷èì ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ (6.13).
(2) ⇒ (3). Ðàçëîæèì ôóíêöèþ g â ðÿä Òåéëîðà â êðóãå Uδ(a): g(z) =∑∞
k=0 bk(z− a)k, ãäå b0 = g(a) 6= 0. Òîãäà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U0

δ (a)
èìååì

f(z) = (z − a)−n
∞∑
k=0

bk(z − a)k =
b0

(z − a)n
+

b1

(z − a)n−1
+ . . . .

Ïîëàãàÿ aj = bj+n ïðè j ≥ −n, aj = 0 ïðè j < −n, óáåæäàåìñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè (6.14).

(3) ⇒ (1). Èç (6.14) ïðè z ∈ U0
δ (a) èìååì

f(z) = (z − a)−n(a−n + a−n+1(z − a) + . . . ).

Ïóñòü g(z) = a−n + a−n+1(z − a) + . . . , z ∈ Uδ(a). Òàê êàê g(a) = a−n 6= 0,
òî

lim
z→a

f(z) = lim
z→a

g(z)

(z − a)n
=∞.

Îïðåäåëåíèå 32. Ïóñòü òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè f . ×èñëî
n ∈ N èç ïðåäñòàâëåíèÿ (6.14) íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïîëþñà ôóíêöèè f
â òî÷êå a. Ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè.
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Çàìå÷àíèå 9. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (6.13) ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê ïîëþñà ôóíê-
öèè f â òî÷êå a ðàâåí ïîðÿäêó íóëÿ â òî÷êå a ôóíêöèè h(z) = 1

f(z)
,

äîîïðåäåëåííîé íóëåì â ýòîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-
ñòè U0

δ (a) òî÷êè a è f 6≡ 0. Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò,
÷òî èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé èëè
ïîëþñîì äëÿ f ⇐⇒ ñóùåñòâóåò òàêèå g ∈ O(Uδ(a)) è m ∈ Z, ÷òî
g(a) 6= 0 è

f(z) = (z − a)mg(z), z ∈ Uδ(a).

6.3.3 Ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî

îñîáîé òî÷êè. Òåîðåìà Ñîõîöêîãî.

Èç ïðåäëîæåíèé 31 è 32 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 13. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè U0

δ (a) òî÷êè a. Òîãäà a ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé
ôóíêöèè f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãëàâíàÿ ÷àñòü åå ðÿäà Ëîðà-
íà â U0

δ (a) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ.

Òåîðåìà 14 (Òåîðåìà Ñîõîöêîãî). Ïóñòü òî÷êà a âëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íî îñîáîé äëÿ ôóíêöèè f . Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈ C ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zn, ñõîäÿùàÿñÿ ê a, ÷òî limn→∞ f(zn) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A =∞. Òàê êàê òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé
äëÿ f(z), òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 31, ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åí-
íîé íè â êàêîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn → a äëÿ êîòîðîé f(zn)→∞.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé A ∈ C. Åñëè â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
U0

1
n

(a) ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà zn, ÷òî f(zn) = A, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{f(zn)} î÷åâèäíî ñõîäèòñÿ ê A. Èíà÷å ñóùåñòâóåò òàêîå N ∈ N, ÷òî
f(z) 6= A äëÿ âñåõ z ∈ U0

1
N

(a). Âîçüìåì òàêîå δ ≤ 1
N
, ÷òî f ∈ O(U0

δ (a)) è

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(z) =
1

f(z)− A
.

Ïî ïîñòðîåíèþ g ∈ O(U0
δ (a)) è f(z) = A + 1

g(z)
. Åñëè áû òî÷êà a áûëà

óñòðàíèìîé, èëè ïîëþñîì äëÿ ôóíêöèè g(z), òî îíà áûëà áû óñòðàíè-
ìîé, èëè ïîëþñîì äëÿ f(z) (limz→a f(z) =∞ ⇐⇒ limz→a g(z) = 0, èíà÷å
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òî÷êà a áûëà áû óñòðàíèìîé äëÿ f(z)). Cëåäîâàòåëüíî, òî÷êà a ÿâëÿåò-
ñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé äëÿ g(z) è, ðàññóæäàÿ êàê âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn → a, ÷òî g(zn)→∞. Îòñþäà

lim
n→∞

f(zn) = A+
(

lim
n→∞

g(zn)
)−1

= A,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 15 (Áîëüøàÿ òåîðåìà Ïèêàðà). Ïóñòü òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî îñîáîé äëÿ ôóíêöèè f . Òîãäà â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè a ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò âñå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, îäíîãî, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

6.4 Áåñêîíå÷íîñòü, êàê èçîëèðîâàííàÿ îñî-

áàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 33. Òî÷êà a =∞ íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷-
êîé ôóíêöèè f(z), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî f ∈ O(U0

R(∞))2.
Òèï èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè a = ∞ îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â
îïðåäåëåíèè 31.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà a = ∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé, ïîëþñîì, èëè
ñóùåñòâåííî îñîáîé äëÿ ôóíêöèè f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà
ζ = 0 ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óñòðàíèìîé, ïîëþñîì, èëè ñóùåñòâåííî

îñîáîé äëÿ ôóíêöèè g(ζ) := f
(

1
ζ

)
.

Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè U0
R(∞)

è åå ðàçëîæåíèå â ýòîì êîëüöå â ðÿä Ëîðàíà èìååò âèä

f(z) =
∞∑

n=−∞

anz
n. (6.15)

Òîãäà ðàçëîæåíèå ôóíêöèè g(ζ) â ðÿä Ëîðàíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ U0

1
R

(0) èìååò âèä

g(ζ) =
∞∑

n=−∞

a−nζ
n.

2Íàïîìíèì, ÷òî U0
R(∞) = {z ∈ C : |z| > R}.
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Ïåðåíåñåì ðåçóëüòàòû, õàðàêòåðèçóþùèå òèï îñîáîé òî÷êè b = 0 äëÿ
ôóíêöèè g(ζ) â òåðìèíàõ ðÿäà Ëîðàíà íà ñëó÷àé a = ∞ äëÿ ôóíêöèè
f(z):

Ïðåäëîæåíèå 33. Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íîñòè U0

R(∞) è åå ðàçëîæåíèå â ýòîì êîëüöå â ðÿä Ëîðàíà èìå-
åò âèä (6.15). Òîãäà a =∞ ÿâëÿåòñÿ

(1) óñòðàíèìîé äëÿ ôóíêöèè f ⇐⇒ an = 0 äëÿ âñåõ n ∈ N;
(2) ïîëþñîì ôóíêöèè f ⇐⇒ ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî an 6= 0,

íî ak = 0 ïðè k > n (÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ïîëþñà â ∞);
(3) ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f ⇐⇒ ñóùåñòâóåò áåñêî-

íå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, äëÿ êîòîðûõ an 6= 0.

Â ñèëó ýòèõ ðåçóëüòàòîâ åñòåñòâåííî äàòü ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 34. Ïóñòü f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè áåñ-
êîíå÷íîñòè U0

R(∞) è åå ðàçëîæåíèå â ýòîì êîëüöå â ðÿä Ëîðàíà èìååò
âèä (6.15). Â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè ïðàâèëüíîé ÷àñòüþ
ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ðÿä

0∑
n=−∞

anz
n,

à åãî ãëàâíîé ÷àñòüþ � ðÿä

∞∑
n=1

anz
n.
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Ãëàâà 7

Âû÷åòû. Âû÷èñëåíèå

èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

7.1 Ïîíÿòèå âû÷åòà, òåîðåìà Êîøè î âû÷å-

òàõ, ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ.

Îïðåäåëåíèå 35. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè U0

δ (a) òî÷êè a. Âû÷åòîì ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

resa f =
1

2πi

∫
|ξ−a|=r

f(ξ)dξ, r ∈ (0, δ) (7.1)

(òàê êàê f ∈ O(Kr1,r2(a)) äëÿ ëþáûõ 0 < r1 < r2 < δ, òî â ñèëó èíòåãðàëü-
íîé òåîðåìû Êîøè

∫
|ξ−a|=r1 f(ξ)dξ =

∫
|ξ−a|=r2 f(ξ)dξ, ïîýòîìó èíòåãðàë

(7.1) íå çàâèñèò îò r).

Òåîðåìà 16 (Òåîðåìà Êîøè î âû÷åòàõ). Ïóñòü D � îáëàñòü ñ ïðîñòîé
ãðàíèöåé è ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáëàñòü G c D è òàêîé êîíå÷íûé íàáîð
òî÷åê a1, . . . , an ∈ D, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ O(G \ ∪nj=1aj). Òîãäà∫

∂D

f(ξ)dξ = 2πi
n∑
j=1

resaj f. (7.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì òàêîå δ > 0, ÷òî êðóãè Uδ(aj) b D, 1 ≤ j ≤ n.
Ïóñòü

Dδ = D \ ∪nj=1Uδ(aj).
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Ðèñ. 7.1:

Òàê êàê ∂Dδ = ∂D + ∪nj=1(∂Uδ(aj))
− (cì. ðèñ. 7.1) è f ∈ O(Dδ), òî èç

èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè èìååì

0 =

∫
∂Dδ

f(ξ)dξ =

∫
∂D

f(ξ)dξ −
n∑
j=1

∫
∂Uδ(aj)

f(ξ)dξ =

=

∫
∂D

f(ξ)dξ − 2πi
n∑
j=1

resaj f.

7.1.1 Âû÷åò â òåðìèíàõ ðÿäà Ëîðàíà, ôîðìóëû äëÿ

âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ

Ïðåäëîæåíèå 34. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè U0

δ (a) òî÷êè a è åå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà â ýòîé îêðåñòíîñòè
èìååò âèä

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − a)n.

Òîãäà resa f = a−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (6.7) äëÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà ïðè n = −1.

Èç ïðåäûäóùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ è îïèñàíèÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé
òî÷êè âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 14. Åñëè a ∈ C � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f , òî
resa f = 0.

Ïðåäëîæåíèå 35 (Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòîâ â ïîëþñå). Ïóñòü
òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà n ôóíêöèè f ∈ O(U0

δ (a)). Òîãäà:
(1) åñëè a � ïðîñòîé ïîëþñ, òî

resaf = lim
z→a

(z − a)f(z); (7.3)

(2) åñëè n > 1, òî

resaf =
1

(n− 1)!
lim
z→a

((z − a)nf(z))(n−1) . (7.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïî óñëîâèþ f(z) = a−1

z−a +
∑∞

k=0 ak(z − a)k. Ñëåäî-
âàòåëüíî, a−1 = limz→a(z − a)f(z).

(2) Ïî óñëîâèþ f(z) =
∑∞

k=−n ak(z − a)k. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
h(z) = f(z)(z − a)n ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîëîìîðôíîé â êðóãå Uδ(a) è åå
ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â ýòîì êðóãå èìååò âèä

h(z) =
∞∑
k=0

bk(z − a)k = a−n + · · ·+ a−1(z − a)n−1 +
∞∑
k=0

an+k(z − a)n+k.

Ïîýòîìó a−1 = bn−1 = g(n−1)(a)
(n−1)!

.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ
âû÷åòà â ïðîñòîì ïîëþñå.

Ïðåäëîæåíèå 36. Ïóñòü ôóíêöèè φ(z) è ψ(z) ãîëîìîðôíû â êðóãå

Uδ(a), ïðè÷åì φ(a) 6= 0, ψ(a) = 0, ψ′(a) 6= 0. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z) = φ(z)
ψ(z)

èìååò ïðîñòîé ïîëþñ â òî÷êå a è

resa f =
φ(a)

ψ′(a)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ψ(a) = 0, ψ′(a) 6= 0, òî ψ(z) 6= 0 â íåêîòîðîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U0

r (a), r ∈ (0, δ]. Ïîñêîëüêó

lim
z→a

(z − a)
φ(z)

ψ(z)
= lim

z→a
φ(z)

(
ψ(z)− ψ(a)

z − a

)−1

=
φ(a)

ψ′(a)
6= 0,

òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé äëÿ ôóíêöèè g(z) = (z − a) φ(z)
ψ(z)

. Äîîïðå-

äåëèâ g(a) = φ(a)
ψ′(a)

, ïîëó÷èì, ÷òî g ∈ O(Ur(a)), g(a) 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(z) = (z−a)−1g(z) ïðè z ∈ U0
r (a). Òåì ñàìûì òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì

ïîëþñîì äëÿ f è resa f = φ(a)
ψ′(a)

.

7.2 Âû÷åò â áåñêîíå÷íîñòè

Ïóñòü f ∈ O(UR(∞)).

Îïðåäåëåíèå 36. Âû÷åòîì ôóíêöèè f â áåñêîíå÷íîñòè íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

res∞ f =
1

2πi

∫
γ−ρ

f(ξ)dξ, ρ > R (7.5)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îêðóæíîñòè γρ = {|ξ − a| = ρ}, ïðîõîäèìîé ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå (â ñèëó èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè, èíòåãðàë â (7.5)
íå çàâèñèò îò ρ > R).

Åñëè ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè èìååò âèä

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − a)n, |z| > R,

òî, èç ôîðìóë (6.7) ïðè n = −1 ïîëó÷àåì

res∞ f = −a−1.

Çàìå÷àíèå 11. Îòìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà a =∞ ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé äëÿ
f , òî res∞ f íå îáÿçàòåëüíî ðàâåí íóëþ, íàïðèìåð res∞

1
z

= −1.

Òåîðåìà 17 (Òåîðåìà î ïîëíîé ñóììå âû÷åòîâ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãî-
ëîìîðôíà âî âñåé ïëîñêîñòè C çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê
{aj}, 1 ≤ j ≤ n. Òîãäà

res∞ f +
n∑
j=1

resaj f = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ > R = max1≤j≤n |aj|. Ïðèìåíÿÿ ê êðóãó Uρ(0)
òåîðåìó Êîøè î âû÷åòàõ, ïîëó÷àåì

1

2πi

∫
∂Uρ(0)

f(ξ)dξ =
n∑
j=1

resaj f.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f ∈ O(UR(∞)), ïîýòîìó

1

2πi

∫
∂Uρ(0)

f(ξ)dξ = − res∞ f(ξ).

7.3 Ïðèìåíåíèå òåîðèè âû÷åòîâ ê âû÷èñëå-

íèþ âåùåñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

1. Ïóñòü R(x, y) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò x, y, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ
íà îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ R(cos t, sin t) íåïðåðûâíà,
ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [0, 2π]. Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëèòü
èíòåãðàë

I =

∫ 2π

0

R(cos t, sin t)dt, (7.6)

ïðèìåíÿÿ òåîðèþ âû÷åòîâ. Ñäåëàåì â (7.6) çàìåíó ξ = eit, t ∈ [0, 2π].
Èìååì:

cos t =
ξ + 1

ξ

2
, sin t =

ξ − 1
ξ

2i
, dt =

dξ

iξ
.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (7.6) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èí-
òåãðàëà ïî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

I1 =

∫
|ξ|=1

R

(
ξ + 1

ξ

2
,
ξ − 1

ξ

2i

)
dξ

iξ
.

2. Ïóñòü P (x), Q(x) � òàêèå ìíîãî÷ëåíû, ÷òî Q(x) íå èìååò íóëåé
ïðè äåéñòâèòåëüíûõ x è degQ ≥ degP + 2. Ðàññìîòðèì∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx. (7.7)
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Ðèñ. 7.2:

Òàê êàê degQ ≥ degP + 2, òî ñóùåñòâóåò òàêîå M > 0, ÷òî äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |z| ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣P (z)

Q(z)

∣∣∣∣ ≤ M

|z|2
.

Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë (7.7) ñõîäèòñÿ. Ïóñòü z1, . . . , zl � âñå
íóëè ôóíêöèè Q(z), ëåæàùèå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è R > r0 =
max1≤j≤l |zj|. Ðàññìîòðèì îáëàñòü DR = {z ∈ C : Im z > 0, |z| < R}.
Åå ãðàíèöà ∂DR ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: îòðåçêà [−R,R] äåéñòâèòåëüíîé
ïðÿìîé è âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè ΓR = {ξ = Reit, t ∈ [0, π]}, ïðîõîäè-
ìîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 7.2). Ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ∫

∂DR

P (z)

Q(z)
dz =

∫ R

−R

P (x)

Q(x)
dx+

∫
ΓR

P (z)

Q(z)
dz

= 2πi
l∑

j=1

reszj
P (z)

Q(z)
.

(7.8)

Óñòðåìèì R→ +∞. Òîãäà
∫ R
−R

P (x)
Q(x)

dx→
∫ +∞
−∞

P (x)
Q(x)

dx,∣∣∣∣∫
ΓR

P (z)

Q(z)
dz

∣∣∣∣ ≤ M

R2
πR =

πM

R
→ 0.
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Ðèñ. 7.3:

Îòñþäà ∫ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

l∑
j=1

reszj
P (z)

Q(z)
.

7.3.1 Ëåììà Æîðäàíà, âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Ïðè âû÷èñëåíèè íåêîòîðûõ âèäîâ èíòåãðàëîâ áûâàåò î÷åíü ïîëåçíà

Ëåììà 2 (Ëåììà Æîðäàíà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ìíîæå-
ñòâå

E = {z ∈ C : |z| ≥ R0, Im z ≥ 0},

ïðè÷åì limz→∞,z∈E f(z) = 0. Ðàññìîòðèì ïðè R > R0 âåðõíþþ ïîëó-
îêðóæíîñòü ΓR = {ξ(t) = Reit, t ∈ [0, π]}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a > 0 ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
R→∞

∫
ΓR

eiaξf(ξ)dξ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî R > R0 ïîëîæèìMR = maxξ∈ΓR |f(ξ)|. Ïî
óñëîâèþ limR→+∞MR = 0. Òàê êàê∫

ΓR

eiaξf(ξ)dξ =

∫ π

0

eiaR cos t−aR sin tf(Reit)iReitdt
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è ïðè t ∈ [0, π] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣eiaR cos t−aR sin tf(Reit)iReit
∣∣ ≤MRRe

−aR sin t,

òî

I(R) :=

∣∣∣∣∫
ΓR

eiaξf(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

MRRe
−aR sin tdt = 2MRR

∫ π
2

0

e−aR sin tdt.

(7.9)
Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (7.9), âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì
sin t ≥ 2

π
t, t ∈ [0, π

2
] (ñì. ðèñ. 7.3). Ñëåäîâàòåëüíî∫ π

2

0

e−aR sin tdt ≤
∫ π

2

0

e−
2aR
π
tdt =

π

2aR

(
1− e−aR

)
,

I(R) ≤ πMR

a

(
1− e−aR

)
→ 0 ïðè t→∞.

3.Âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ðàöèîíàëüíîé ôóíê-
öèè. Ïóñòü a > 0 è P (x), Q(x) � òàêèå ìíîãî÷ëåíû, ÷òî Q(x) íå èìååò
íóëåé ïðè äåéñòâèòåëüíûõ x è degQ > degP . Ðàññìîòðèì∫ +∞

−∞

eiaxP (x)

Q(x)
dx :=

∫ +∞

−∞

cos(ax)P (x)

Q(x)
dx+ i

∫ +∞

−∞

sin(ax)P (x)

Q(x)
dx. (7.10)

Ïîñêîëüêó degQ > degP , ñóùåñòâóåò òàêîå A > 0, ÷òî ôóíêöèÿ P (x)
Q(x)

ìîíîòîííà íà ïðîìåæóòêàõ (−∞,−A], [A,+∞), ïðè÷åì limx→∞
P (x)
Q(x)

= 0.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèè cos ax, sin ax èìåþò îãðàíè÷åííóþ ïåðâîîáðàç-
íóþ, ïîëó÷àåì, ÷òî îáà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (7.10) ñõîäÿòñÿ ïî
ïðèçíàêó Äèðèõëå, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò è èíòåãðàë â ëåâîé ÷à-
ñòè (7.10).

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, z1, . . . , zl � âñå íóëè ôóíêöèè Q(z), ëåæàùèå â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, R > R0 = max1≤j≤l |zj|. DR = {z ∈ C : Im z >
0, |z| < R}, ΓR = {ξ = Reit, t ∈ [0, π]}. Ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ∫ R

−R
eiax

P (x)

Q(x)
dx+

∫
ΓR

eiaz
P (z)

Q(z)
dz = 2πi

l∑
j=1

reszj e
iazP (z)

Q(z)
. (7.11)
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Óñòðåìèì R→ +∞. Òîãäà∫ R

−R
eiax

P (x)

Q(x)
dx→

∫ +∞

−∞
eiax

P (x)

Q(x)
dx.

Òàê êàê degQ > degP , òî limz→∞
P (z)
Q(z)

= 0. Ïîýòîìó ê ôóíêöèè f(z) =
P (z)
Q(z)

ïðèìåíèìà ëåììà Æîðäàíà, ñëåäîâàòåëüíî

lim
R→∞

∫
ΓR

eiaz
P (z)

Q(z)
dz = 0.

Îòñþäà ∫ +∞

−∞
eiax

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

l∑
j=1

reszj e
iazP (z)

Q(z)
.

7.3.2 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà-

÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè âû÷åòîâ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âñþäó íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê aj, 1 ≤ j ≤
n. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ε1, . . . , εn èíòåðâàëû (a1−ε1, a1+ε1), . . . , (an−εn, an+εn) ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþòñÿ è ñîäåðæàòñÿ â èíòåðâàëå (−R,R). Ïîëîæèì

E(R, ε1, . . . , εn) = [−R,R] \ ∪nj=1(aj − εj, aj + εj). (7.12)

Îïðåäåëåíèå 37. Èíòåãðàëîì â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ îò ôóíêöèè
φ(x) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë

v.p.

∫ ∞
−∞

φ(x)dx = lim
R→+∞,ε1,...,εn→0+0

∫
E(R,ε1,...,εn)

φ(x)dx,

åñëè îí ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå 12. Îòìåòèì, ÷òî åñëè φ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ íå÷åòíàÿ ôóíê-
öèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïðè x ∈ R \ 0, òî v.p

∫∞
−∞ φ(x)dx = 0.

Ïóñòü a ∈ R è ε > 0. ×åðåç γa,ε îáîçíà÷èì âåðõíþþ ïîëóîêðóæíîñòü
ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå a, ïðîõîäèìóþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè:

γa,ε(t) = a+ εeit, t ∈ [0, π].

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:
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Ëåììà 3. Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå a ïðîñòîé ïîëþñ, òî

lim
ε→0+0

∫
γa,ε

f(ξ)dξ = πi resa f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a−1 = resa f . Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóþò òàêèå δ >
0 è g ∈ O(Uδ(a)), ÷òî

f(z) =
a−1

z − a
+ g(z) ïðè z ∈ Uδ(a).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g ∈ C(Uδ(a)), ñóùåñòâóåò M = maxz∈U δ
2

(a) |f(z)|.
Ïîýòîìó ∣∣∣∣∣

∫
γa,ε

g(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ≤M |γa,ε| = πMε→ 0

ïðè ε→ 0 + 0. Òàêæå∫
γa,ε

a−1

ξ − a
dξ =

∫ π

0

a−1

εeit
(εeit)′dt =

∫ π

0

ia−1dt = πia−1,

íåçàâèñèìî îò ε. Ïîýòîìó limε→0+0

∫
γa,ε

f(ξ)dξ = a−1.

Ïðåäëîæåíèå 37. Ïóñòü îáëàñòü G ñîäåðæèò çàìûêàíèå {z ∈ C :
Im z ≥ 0} âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z), ãîëî-
ìîðôíóþ âñþäó â G çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà
îñîáûõ òî÷åê b1, . . . , bm, ëåæàùèõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà òî÷åê a1 < · · · < an äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì êàæäàÿ
èç òî÷åê a1, . . . , an ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïîëþñîì äëÿ f . Äîïóñòèì òàê-
æå, ÷òî1 limR→+∞

∫
ΓR
f(z)dz = 0. Òîãäà

v.p.

∫ ∞
−∞

f(x)dx = 2πi
m∑
j=1

resbj f(z) + πi
n∑
k=1

resak f(z). (7.13)

1çäåñü, êàê è âûøå, ΓR = {ξ = Reit, t ∈ [0, π]} � âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà
R ñ öåíòðîì â íóëå, ïðîõîäèìàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
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Ðèñ. 7.4:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, ÷èñëî R òàêîå áîëüøîå, à ÷èñëà
ε1, . . . , εn òàêèå ìàëåíüêèå, ÷òî èíòåðâàëû (a1 − ε1, a1 + ε1), . . . , (an −
εn, an + εn) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ñîäåðæàòñÿ â èíòåðâàëå (−R,R).
Ðàññìîòðèì îáëàñòü

D(R, ε1, . . . , εn) = {z ∈ C : Im z > 0, |z| < R, |z − ak| > εk, 1 ≤ k ≤ n}.

Åå ãðàíèöà ∂D(R, ε1, . . . , εn) ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà E(R, ε1, . . . , εn) îò-
ðåçêîâ, îðèåíòèðîâàííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà x, êðèâûõ γ−ak,εk ,
1 ≤ k ≤ n, ïðîõîäèìûõ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è êðèâîé ΓR (ñì. ðèñ. 7.4)

Ïîýòîìó∫
E(R,ε1,...,εn)

f(ξ)dξ =

∫
∂D(R,ε1,...,εn)

f(ξ)dξ +
n∑
k=1

∫
γak,εk

f(ξ)dξ −
∫

ΓR

f(ξ)dξ.

(7.14)
Ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ∫

∂D(R,ε1,...,εn)

f(ξ)dξ = 2πi
m∑
j=1

resbj f(z).

Ïî óñëîâèþ limR→+∞
∫

ΓR
f(z)dz = 0. Â ñèëó ëåììû 3,

lim
εk→0+0

∫
γak,εk

f(ξ)dξ = πi resak f, 1 ≤ k ≤ n.
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Ïîýòîìó, óñòðåìèâ â (7.14) ïàðàìåòðû R → +∞, εk → 0 + 0, ïðè
1 ≤ k ≤ n, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (7.13).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü I =
∫∞

0
sinx
x
dx.

Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, à ñàì èíòåãðàë
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå, òî

v.p.

∫ ∞
−∞

sinx

x
dx =

∫ ∞
−∞

sinx

x
dx = 2I.

Ðàññìîòðèì v.p.
∫∞
−∞

eix

x
dx. Âî-ïåðâûõ, â ñèëó ëåììû Æîðäàíà,

lim
R→+∞

∫
ΓR

eiξ

ξ
dξ = 0.

Âî-âòîðûõ, ôóíêöèÿ f(z) = eiz

z
ãîëîìîðôíà â C \ 0, ïðè÷åì òî÷êà z = 0

ÿâëÿåòñÿ åå ïðîñòûì ïîëþñîì è

res0 f(z) = lim
z→0

zf(z) = lim
z→0

eiz = 1.

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (7.13) ïîëó÷àåì v.p.
∫∞
−∞

eix

x
dx = πi, ñëåäîâàòåëüíî

I =
1

2
Im v.p.

∫ ∞
−∞

eix

x
dx =

π

2
.
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Ãëàâà 8

Ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò.

Èçìåíåíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè

âäîëü êðèâîé è åãî ñâîéñòâà.

Ïðèíöèï àðãóìåíòà. Òåîðåìà

Ðóøå.

8.1 Òåîðåìà î ëîãàðèôìè÷åñêîì âû÷åòå, ëåì-

ìà î ëîãàðèôìè÷åñêîì âû÷åòå.

Îïðåäåëåíèå 38. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà è íå èìååò íóëåé â
íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U0

δ (a) òî÷êè a. Òîãäà â ýòîé îêðåñò-

íîñòè îïðåäåëåíî âûðàæåíèå f ′(z)
f(z)

, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé

ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(z). ×èñëî resa
f ′(z)
f(z)

íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì

âû÷åòîì ôóíêöèè f(z) â òî÷êå a.

Ëåììà 4 (Ëåììà î ëîãàðèôìè÷åñêîì âû÷åòå). Åñëè òî÷êà a ÿâëÿåò-

ñÿ íóëåì ïîðÿäêà n ôóíêöèè f(z), òî resa
f ′(z)
f(z)

= n. Åñëè æå òî÷êà a

ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà n ôóíêöèè f(z), òî resa
f ′(z)
f(z)

= −n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóþò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uδ(a) è
ôóíêöèÿ g(z), ãîëîìîðôíàÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè è íå èìåþùàÿ â íåé íó-
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ëåé, ÷òî
f(z) = (z − a)kg(z), ïðè z ∈ U0

δ (a),

ãäå ëèáî k = n, åñëè a ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f , ëèáî k = −n, åñëè a
ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè f . Ñëåäîâàòåëüíî

f ′(z)

f(z)
=
k(z − a)k−1g(z) + (z − a)kg′(z)

(z − a)kg(z)
=

k

z − a
+
g′(z)

g(z)
.

Ôóíêöèÿ g′(z)
g(z)

ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè Uδ(a), ïîýòîìó ãëàâíàÿ ÷àñòü

ðÿäà Ëîðàíà ôóíêöèè f ′(z)
f(z)

â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U0
δ (a) ðàâíà k

z−a è

resa
f ′(z)
f(z)

= k.

Îïðåäåëåíèå 39. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé â îáëàñòè
G (îáîçíà÷åíèå f ∈ M(G)), åñëè âñå åå îñîáûå òî÷êè â ýòîé îáëàñòè
ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè.

Îïðåäåëåíèå 40. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ìåðîìîðôíà â îáëàñòè G è èìå-
åò â ýòîé îáëàñòè íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ. Òîãäà
÷èñëî N(f,G), ðàâíîå ñóììå ïîðÿäêîâ âñåõ íóëåé ôóíêöèè f â îáëàñòè
G, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íóëåé ôóíêöèè f â îáëàñòè G ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòè, à ÷èñëî P (f,G), ðàâíîå ñóììå ïîðÿäêîâ âñåõ ïîëþñîâ ôóíêöèè
f â îáëàñòè G, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ïîëþñîâ ôóíêöèè f â îáëàñòè G ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Òåîðåìà 18 (Òåîðåìà î ëîãàðèôìè÷åñêîì âû÷åòå). Ïóñòü D � îáëàñòü
ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé, ôóíêöèÿ f(z) ìåðîìîðôíà â íåêîòîðîé îáëàñòè
G c D è èìååò â îáëàñòè G íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé è ïî-
ëþñîâ, ïðè÷åì âñå ýòè íóëè è ïîëþñû ñîäåðæàòñÿ â îáëàñòè D. Òîãäà

1

2πi

∫
∂D

f ′(ξ)

f(ξ)
dξ = N(f,D)− P (f,D). (8.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , ak � âñå íóëè ôóíêöèè f â îáëàñòè G
ïîðÿäêîâ n1, . . . , nk ñîîòâåòñòâåííî, à b1, . . . , bl � âñå ïîëþñà ôóíêöèè
f â îáëàñòè G ïîðÿäêîâ m1, . . . , ml ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ôóíêöèÿ

f ′(z)
f(z)

ãîëîìîðôíà â G \ {
(
∪kj=1aj

)
∪
(
∪ls=1bs

)
}. Ïî òåîðåìå Êîøè î âû÷åòàõ

èìååì
1

2πi

∫
∂D

f ′(ξ)

f(ξ)
dξ =

k∑
j=1

resaj
f ′(z)

f(z)
+

l∑
s=1

resbs
f ′(z)

f(z)
.
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Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó ëåììû î ëîãàðèôìè÷åñêîì âû÷åòå

k∑
j=1

resaj
f ′(z)

f(z)
= N(f,D),

l∑
s=1

resbs
f ′(z)

f(z)
= −P (f,D).

8.2 Èçìåíåíèå àðãóìåíòà âäîëü êðèâîé. Èç-

ìåíåíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè âäîëü êðè-

âîé.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà z ∈ C\{0} ñïðàâåäëèâî ïîëÿðíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå z = |z|ei arg z, ãäå arg z ∈ (−π, π] � ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà
÷èñëà z. Ôóíêöèÿ arg z ðàçðûâíà â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îòðèöàòåëüíîì
ëó÷å îñè x. Áîëåå òîãî (ýòî áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäñòâèè 16) íà âñåì ìíî-
æåñòâå C \ {0} íåëüçÿ íåïðåðûâíî çàäàòü ïîëÿðíûé óãîë � òî åñòü äåé-
ñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ θ(z), óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó

z = |z|eiθ(z). (8.2)

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ëîêàëüíî òàêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëü-
íî, ðàññìîòðèì ïðàâóþ, âåðõíþþ, ëåâóþ è íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòè

Π1 = {z ∈ C : Re z > 0}, Π2 = {z ∈ C : Im z > 0},
Π3 = {z ∈ C : Re z < 0}, Π4 = {z ∈ C : Im z < 0}.

(8.3)

Îíè ïîêðûâàþò âñå ìíîæåñòâî C \ {0}. Ïîëîæèì

arg1(z) = arctg
y

x
, arg2(z) = arcctg

x

y
,

arg3(z) = π + arctg
y

x
, arg4(z) = π + arcctg

x

y
.

(8.4)

Òîãäà â êàæäîé ïîëóïëîñêîñòè Πj ôóíêöèÿ θ(z) = argj(z) íåïðåðûâíà è
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (8.2).

Íèæå â ïðåäëîæåíèè 38 ìû ïîêàæåì, ÷òî íà ëþáîé íåïðåðûâíîé êðè-
âîé γ: [a, b] → C \ {0} ìîæíî çàäàòü ïîëÿðíûé óãîë, êàê íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ ïàðàìåòðà t ∈ [a, b]. Äîêàæåì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíîå óòâåð-
æäåíèå:
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Ëåììà 5. Ïóñòü γ : [a, b] → C \ {0} � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê t′, t′′ ∈
[a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ |t′ − t′′| ≤ d íàéäåòñÿ ïîëóïëîñ-
êîñòü Πj, j ∈ {1, 2, 3, 4} (ñì.(8.3)), ñîäåðæàùàÿ îäíîâðåìåííî òî÷êè
γ(t′) è γ(t′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñó-
ùåñòâóþò òàêèå òî÷êè t′n, t

′′
n ∈ [a, b], ÷òî ÷òî |t′n − t′′n| ≤ 1

n
, íî γ(t′n) è

γ(t′′n) íå ëåæàò îäíîâðåìåííî íè â îäíîé èç ïëîñêîñòåé Πj. Òàê êàê [a, b]
� êîìïàêò, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t′nk}, ñõîäÿùàÿñÿ ê
íåêîòîðîé t0 ∈ [a, b]. Íî òîãäà è limk→∞ t

′′
nk

= t0. Òàê êàê γ(t0) 6= 0, òî
ñóùåñòâóåò ïîëóïëîñêîñòü Πj0 3 γ(t0). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè êðèâîé γ,
èìååì

lim
k→∞

γ(t′nk) = lim
k→∞

γ(t′′nk) = γ(t0),

ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k òî÷êè γ(t′nk), γ(t′′nk) ñîäåðæàòñÿ â Πj0 ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 38. Ïóñòü γ: [a, b] → C \ {0} � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ.
Òîãäà:

1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Θ ∈ C[a, b], ÷òî

γ(t) = |γ(t)|eiΘ(t), t ∈ [a, b]. (8.5)

2. Îíà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ 2πm, m ∈ Z.
3. Åñëè γ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ êðèâàÿ (ò.å. ôóíêöèè

Re γ(t) è Im γ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [a, b]), òî è
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Θ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (8.5), íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà íà îòðåçêå [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü Πj � ïîëóïëîñêîñòè, çàäàííûå â (8.3), à argj
� ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â (8.4), 1 ≤ j ≤ 4. Åñëè êðèâàÿ γ ëåæèò
öåëèêîì â ïîëóïëîñêîñòè Πj, òî ôóíêöèÿ Θ(t) = argj(γ(t)) íåïðåðûâíà
íà îòðåçêå [a, b] è óäîâëåòâîðÿåò (8.5).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ γ íå ëåæèò öåëèêîì íè â
îäíîé èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïëîñêîñòåé. Ïóñòü ÷èñëî d > 0 óäîâëåòâî-
ðÿåò çàêëþ÷åíèþ ëåììû 5. Âîçüìåì ðàçáèåíèå a = t0 < t1 < · · · < tn = b
îòðåçêà [a, b] íà ó÷àñòêè äëèíû ìåíüøå d. Òîãäà ïðè 1 ≤ k ≤ n êàæ-
äàÿ èç êðèâûõ γk(t) = γ(t), t ∈ [tk−1, tk] ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì â îäíîé
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Ðèñ. 8.1:

èç Πj, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ôóíêöèè θk ∈ C[tk−1, tk], óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿì

γ(t) = |γ(t)|eiθk(t), t ∈ [tk−1, tk]. (8.6)

Ïóñòü 1 ≤ k ≤ n−1. Òàê êàê òî÷êà tk ïðèíàäëåæèò ó÷àñòêàì [tk−1, tk]
è [tk, tk+1], òî

eiθk(tk) = eiθk+1(tk) =
γ(tk)

|γ(tk)|
,

ñëåäîâàòåëüíî, θk+1(tk)− θk(tk) = 2πmk äëÿ íåêîòîðîãî mk ∈ Z.
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

Θ(x) =


θ1(x), x ∈ [t0, t1],

θ2(x)− 2πm1, x ∈ (t1, t2],

. . .

θn(x)− 2π(m1 + · · ·+mn−1), x ∈ (tn − 1, tn]

íåïðåðûâíà íà âñåì îòðåçêå [a, b] è íà êàæäîì ó÷àñòêå [tk−1, tk] óäî-
âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó eiΘ(t) = eiθk(t) (ñì. ðèñ. 8.1), ñëåäîâàòåëüíî, Θ(x)
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (8.5).

2. Ïóñòü ôóíêöèè Θ1 è Θ2 íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] è óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèþ (8.5). Òîãäà

eiΘ1(t) = eiΘ2(t) =
γ(t)

|γ(t)|
, t ∈ [a, b].
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Ïîýòîìó íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ η(t) = Θ2(t) − Θ1(t) ìîæåò ïðèíèìàòü
òîëüêî çíà÷åíèÿ, êðàòíûå 2π. Åñëè áû ôóíêöèÿ η(t) áûëà íåïîñòîÿííîé
íà îòðåçêå [a, b], òî íàøëèñü áû òàêèå òî÷êè t1, t2 ∈ [a, b], ÷òî η(t1) 6= η(t2).
Íî òîãäà ïî òåîðåìå î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè, ôóíêöèÿ η(t) äîëæíà
áûëà áû ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó η(t1) è η(t2), ÷òî íåâîçìîæíî.
Îòñþäà ñóùåñòâóåò òàêîå m ∈ Z, ÷òî Θ2(t) − Θ1(t) = 2πm äëÿ âñåõ
t ∈ [a, b].

3. Ïócòü ôóíêöèÿ Θ(t) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò (8.5). Âîçüìåì
÷èñëî d èç ëåììû 5. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Θ(t) íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [t1, t2] ⊂ [a, b], äëÿ êîòîðîãî
t2 − t1 ≤ d. Â ñèëó ëåììû 5 íàéäåòñÿ òàêîå j ∈ {1, 2, 3, 4} ÷òî γ(t) ∈ Πj

ïðè t ∈ [t1, t2]. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ argj(z) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìîé â ïîëóïëîñêîñòè Πj, òî è ñóïåðïîçèöèÿ Θ̃(t) = argj(γ(t))
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [t1, t2]. Ðàññóæäàÿ, êàê â 1., 2., ïîñëå-

äîâàòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî íà îòðåçêå [t1, t2] ôóíêöèÿ Θ̃(t) óäîâëåòâîðÿåò

ñîîòíîøåíèþ (8.5) è Θ̃(t) − Θ(t) = 2πm äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ Z. Îòñþäà
Θ ∈ C1[t1, t2].

Îïðåäåëåíèå 41. Ïóñòü γ : [a, b]→ C\{0} � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, Θ(t)
� ôóíêöèÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 38. Âåëè÷èíà

∆γ arg z = Θ(b)−Θ(a)

íàçûâàåòñÿ èçìåíåíèåì àðãóìåíòà z âäîëü êðèâîé γ.

Ñëåäñòâèå 15. Åñëè íåïðåðûâíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ : [a, b]→ C\{0}
öåëèêîì ëåæèò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè Π1, òî ∆γ arg z = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ arg1(z) èç (8.4) íåïðåðûâíà
âäîëü γ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ Θ(t) = arg1(γ(t)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ïðåäëîæåíèÿ 38. Òàê êàê êðèâàÿ γ çàìêíóòà, òî γ(b) = γ(a), ñëåäîâà-
òåëüíî

∆γ arg z = Θ(b)−Θ(a) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 39 (Ñâîéñòâà ∆γ arg z). Ïóñòü γ: [a, b]→ C\{0} � íåïðå-
ðûâíàÿ êðèâàÿ. Òîãäà:

à) ∆γ− arg z = −∆γ arg z;
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á) åñëè γ = γ1∪γ2 (òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå c ∈ (a, b), ÷òî γ1(t) =
γ(t) ïðè t ∈ [a, c], γ2(t) = γ(t) ïðè t ∈ [c, b]), òî

∆γ arg z = ∆γ1 arg z + ∆γ2 arg z;

â) åñëè γ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, òî∫
γ

dξ

ξ
= i∆γ arg z = 2πin, (8.7)

ãäå n � ÷èñëî îáõîäîâ êðèâîé γ âîêðóã íóëÿ ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Θ(t) � ôóíêöèÿ èç ðàâåíñòâà (8.5).
à) Ïî îïðåäåëåíèþ γ−(t) = γ(b + a − t), Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Θ−(t) =

Θ(b+ a− t) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

γ−(t) = |γ−(t)|eiΘ−(t), t ∈ [a, b].

Ñëåäîâàòåëüíî,

∆γ− arg z = Θ−(b)−Θ−(a) = Θ(a)−Θ(b) = −∆γ arg z.

á) Ïî óñëîâèþ ∆γ1 arg z = Θ(c)−Θ(a), ∆γ2 arg z = Θ(b)−Θ(c). Ïîýòîìó

∆γ1 arg z + ∆γ2 arg z = Θ(b)−Θ(a) = ∆γ arg z.

â) Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 38, èìååì γ(t) = r(t)eiΘ(t), t ∈ [a, b], ãäå ôóíê-
öèè r(t) = |γ(t)| è Θ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [a, b],
ïðè÷åì r(b) = r(a). Ñëåäîâàòåëüíî∫

γ

dξ

ξ
=

∫ b

a

(
r(t)eiΘ(t)

)′
r(t)eiΘ(t)

dt =

=

∫ b

a

(
r′(t)

r(t)
+ iΘ′(t)

)
dt = (ln r(t) + iΘ(t)) |ba = i∆γ arg z.

Ñëåäñòâèå 16. Íå ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè θ(z) íåïðå-
ðûâíîé â îáëàñòè C \ {0} è óäîâëåòâîðÿþùåé â íåé óðàâíåíèþ z =
|z|eiθ(z).
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Ðèñ. 8.2:

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé
êðèâîé γ : [a, b] → C \ {0} ôóíêöèÿ Θ(t) = θ(γ(t)) íåïðåðûâíà è óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (8.5), çíà÷èò åñëè γ çàìêíóòà, òî ∆γ arg z =
Θ(b)−Θ(a) = 0. Íî åñëè γ = {z ∈ C : |z| = 1}, òî, â ñèëó (8.7), èìååì

∆γ arg z =
1

i

∫
γ

dξ

ξ
= 2π 6= 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Çàìå÷àíèå 13. Ïóñòü D � îáëàñòü ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé ∂D = ∪nj=1γj,
ãäå êðèâûå γ1, . . . , γn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîñòûå çàìêíóòûå
êðèâûå, îðèåíòèðîâàííûå òàê, ÷òî ïðè îáõîäå ïî ∂D îáëàñòü D îñòàåòñÿ
ñëåâà. Ïóñòü 0 6∈ ∂D. Ïîëîæèì

∆∂D arg z =
n∑
j=1

∆γj arg z.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 39 ñëåäóåò, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è

∆∂D arg z =

∫
∂D

dξ

ξ
.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà è îòëè÷íà îò íóëÿ âäîëü íåïðåðûâ-
íîé êðèâîé γ : [a, b] → C. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå w = f(z) è ÷å-
ðåç Γ îáîçíà÷èì îáðàç êðèâîé γ ïðè îòîáðàæåíèè f (cì. ðèñ. 8.2) (ò.å.
Γ(t) = f(γ(t)), t ∈ [a, b]).
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Îïðåäåëåíèå 42. Âåëè÷èíà ∆γ arg f(z) := ∆Γ argw íàçûâàåòñÿ èçìå-
íåíèåì àðãóìåíòà ôóíêöèè f(z) âäîëü γ.

Ïðåäëîæåíèå 40 (Ñâîéñòâà ∆γ arg f(z)). Ïóñòü γ � íåïðåðûâíàÿ êðè-
âàÿ, ôóíêöèÿ f(z) îòëè÷íà îò íóëÿ è íåïðåðûâíà âäîëü γ, êðèâàÿ Γ
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì γ ïðè îòîáðàæåíèè f . Òîãäà:

a) ∆γ− arg f(z) = −∆γ arg f(z);
á) åñëè γ = γ1 ∪ γ2, òî

∆γ arg f(z) = ∆γ1 arg f(z) + ∆γ2 arg f(z);

â) åñëè f(z) = f1(z)f2(z), ãäå ôóíêöèè f1(z) è f2(z) íåïðåðûâíû âäîëü
γ, òî

∆γ arg f(z) = ∆γ arg f1(z) + ∆γ arg f2(z);

ã) åñëè êðèâàÿ γ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è f ∈ O(γ), òî1∫
γ

f ′(ξ)

f(ξ)
dξ = i∆γ arg f(z) = 2πin, (8.8)

ãäå n � ÷èñëî îáõîäîâ êðèâîé Γ âîêðóã íóëÿ ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è âûøå, ñ÷èòàåì, ÷òî êðèâàÿ γ ïàðàìåòðèçîâàíà
îòðåçêîì [a, b].

Ñâîéñòâà à) è á) íåìåäëåííî ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèÿ 39.
â) Ïî óñëîâèþ ôóíêöèè f1(z) è f2(z) îòëè÷íû îò íóëÿ íà êðèâîé γ.

Ïóñòü Γj(t) = fj(γ(t)), j = 1, 2, t ∈ [a, b]. Â ñèëó ÷àñòè 1 ïðåäëîæåíèÿ 38,
ñóùåñòâóþò òàêèå íåïðåðûâíûå äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè Θ1 è Θ2, ÷òî

Γj(t) = |Γj(t)|eiΘj(t), j = 1, 2, t ∈ [a, b].

Ïîýòîìó

Γ(t) = Γ1(t)Γ2(t) = |Γ1(t)Γ2(t)|ei(Θ1(t)+Θ2(t)) = |Γ(t)|eiΘ(t),

ãäå Θ(t) = Θ1(t) + Θ2(t). Ñëåäîâàòåëüíî,

∆γ arg f(z) = ∆Γw = Θ(b)−Θ(a) =

= (Θ1(b)−Θ1(a)) + (Θ2(b)−Θ2(a)) =

1íàïîìíèì, ÷òî f ∈ O(γ), åñëè ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îêðåñòíîñòè êðèâîé γ
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= ∆Γ1w + ∆Γ2w = ∆γ arg f1(z) + ∆γ arg f2(z).

ã) Òàê êàê Γ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
êðèâîé, òî èç (8.7) èìååì

i∆γ arg f(z) = i∆Γ argw =

∫
Γ

dw

w
= {Γ(t) = f(γ(t)), t ∈ [a, b]} =

=

∫ b

a

(f(γ(t)))′

f(γ(t))
dt =

∫ b

a

f ′(γ(t))γ′(t)

f(γ(t))
dt =

∫
γ

f ′(ξ)

f(ξ)
dξ.

Çàìå÷àíèå 14. Ïóñòü D � îáëàñòü ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé ∂D = ∪nj=1γj,
ãäå êðèâûå γ1, . . . , γn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîñòûå çàìêíóòûå
êðèâûå, îðèåíòèðîâàííûå òàê, ÷òî ïðè îáõîäå ïî ∂D îáëàñòü D îñòàåòñÿ
ñëåâà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(z) íåïðåðûâíóþ è îòëè÷íóþ îò íóëÿ íà
∂D. Èç ñâîéñòâ ïðåäëîæåíèÿ 40 âûòåêàåò, ÷òî âåëè÷èíà

∆∂D arg f(z) :=
n∑
j=1

∆γj arg f(z)

îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ïðè÷åì ñâîéñòâà â), ã) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè
ïðè çàìåíå êðèâûõ γ è Γ íà ìíîæåñòâî ∂D è åãî îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè
f ñîîòâåòñòâåííî.

8.3 Ïðèíöèï àðãóìåíòà, òåîðåìà Ðóøå, äî-

êàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû

Ïðåäëîæåíèå 41 (Ïðèíöèï àðãóìåíòà). Ïóñòü D � îáëàñòü ñ ïðî-
ñòîé ãðàíèöåé, ôóíêöèÿ f(z) ìåðîìîðôíà â íåêîòîðîé îáëàñòè G c D
è èìååò â îáëàñòè G íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé è ïîëþñîâ,
ïðè÷åì âñå ýòè íóëè è ïîëþñû ñîäåðæàòñÿ â îáëàñòè D. Òîãäà

N(f,D)− P (f,D) =
1

2π
∆∂D arg f(z). (8.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ëîãàðèôìè÷åñêîì âû÷åòå (cì. (8.1)) è
çàìå÷àíèÿ 14, èìååì

N(f,D)− P (f,D) =
1

2πi

∫
∂D

f ′(ξ)

f(ξ)
dξ =

1

2π
∆∂D arg f(z).
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ, â ÷àñò-
íîñòè ïîçâîëÿåò äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû.

Òåîðåìà 19 (Òåîðåìà Ðóøå). Ïóñòü D � îáëàñòü ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé,
ôóíêöèè φ(z) è ψ(z) ãîëîìîðôíû â íåêîòîðîé îáëàñòè G c D è

|φ(z)| > |ψ(z)| ïðè âñåõ z ∈ ∂D. (8.10)

Òîãäà ôóíêöèè φ(z) è φ(z) +ψ(z) èìåþò â îáëàñòè D îäèíàêîâîå ÷èñëî
íóëåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (8.10), â êàæäîé òî÷êå z ∈ ∂D:

φ(z) 6= 0, |φ(z) + ψ(z)| ≥ |φ(z)| − |ψ(z)| > 0.

Òåì ñàìûì îáå ôóíêöèè φ(z) è φ(z) + ψ(z) íå èìåþò íóëåé íà ∂D.
Ïîêàæåì, ÷òî â îáëàñòè D ôóíêöèÿ φ(z) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íó-

ëåé. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ìíîæåñòâî íó-
ëåé ôóíêöèè φ(z) èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó z0 ∈ D ⊂ G è, ïî òåîðåìå
åäèíñòâåííîñòè, φ ≡ 0 â îáëàñòè G. Íî φ(z) 6= 0 ïðè z ∈ ∂D, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ φ(z) + ψ(z)
èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé â îáëàñòè D. Âîçüìåì òàêóþ îáëàñòü G1,
÷òî D b G1 ⊂ G è âñå íóëè ôóíêöèé φ(z) è φ(z) + ψ(z) èç îáëàñòè G1

ëåæàò â îáëàñòè D. (Äëÿ ýòîãî â êàæäîé òî÷êå ξ ∈ ∂D âîçüìåì êðóã
Urξ(ξ) ⊂ G, íå ñîäåðæàùèé íóëåé ôóíêöèé φ(z) è φ(z) +ψ(z) è ïîëîæèì

G1 = D∪
(
∪ξ∈∂DUrξ(ξ)

)
.) Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï àðãóìåíòà ê ôóíêöèÿì φ(z)

è φ(z) + ψ(z), ïîëó÷àåì

N(φ,D) =
1

2π
∆∂D arg φ(z), N(φ+ ψ,D) =

1

2π
∆∂D arg (φ(z) + ψ(z)) .

(8.11)
Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 14,

∆∂D arg (φ(z) + ψ(z)) = ∆∂D arg

(
φ(z)

(
1 +

ψ(z)

φ(z)

))
=

= ∆∂D arg φ(z) + ∆∂D arg

(
1 +

ψ(z)

φ(z)

)
.

(8.12)
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Ðèñ. 8.3:

Ïî óñëîâèþ,
∣∣∣ψ(z)
φ(z)

∣∣∣ < 1 ïðè z ∈ ∂D. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé ïðîñòîé

æîðäàíîâîé êðèâîé γ ⊂ ∂D, åå îáðàç Γ ïðè îòîáðàæåíèè w = 1 + ψ(z)
φ(z)

ñîäåðæèòñÿ â êðóãå U1(1), êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèòñÿ â ïðàâîé
ïîëóïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 8.3). Îòñþäà

∆γ arg

(
1 +

ψ(z)

φ(z)

)
= ∆Γ argw = 0

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 15).

Òàêèì îáðàçîì, ∆∂D arg
(

1 + ψ(z)
φ(z)

)
= 0 è, ñîãëàñíî (8.12), (8.11), ïî-

ñëåäîâàòåëüíî èìååì

∆∂D arg (φ(z) + ψ(z)) = ∆∂D arg φ(z),

N(φ+ ψ,D) = N(φ,D).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ñ ïîìîùüþ òåî-

ðåìû Ðóøå. Ïóñòü

Pn(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a0, n ∈ N, an 6= 0

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîêàæåì, ÷òî
ìíîãî÷ëåí P (z) èìååò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, ÷òî ïðè |z| ≥ R ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

|anzn| > |an−1z
n−1 + · · ·+ a0|,
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çíà÷èò è |Pn(z)| ≥ |anzn| − |an−1z
n−1 + · · · + a0| > 0. Ïîýòîìó âñå êîðíè

ìíîãî÷ëåíà Pn(z) ëåæàò â êðóãå UR(0).
Âî-âòîðûõ, ïîëàãàÿ D = UR(0), φ(z) = anz

n, ψ(z) = an−1z
n−1 +· · ·+a0,

ïî òåîðåìå Ðóøå ïîëó÷àåì

N(Pn, D) = N(φ+ ψ,D) = N(φ,D) = n.
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Ãëàâà 9

Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

9.1 Ëåììà î ÷èñëå ïðîîáðàçîâ âáëèçè äàí-

íîé òî÷êè, ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè,

êðèòåðèé ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè, òåî-

ðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè (îáùèé ñëó-

÷àé)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð.

Ëåììà 6 (Ëåììà î ÷èñëå ïðîîáðàçîâ âáëèçè äàííîé òî÷êè). Ïóñòü f(z)
� íåïîñòîÿííàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, w0 =
f(z0), n = min{j ∈ N : f (j)(z0) 6= 0} (èíûìè ñëîâàìè, n � ïîðÿäîê íóëÿ
ôóíêöèè f(z)−w0 â òî÷êå z0). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ρ > 0, ÷òî äëÿ
ëþáîãî r ∈ (0, ρ):

à) f−1(w0) ∩ Ur(z0) = {z0};
á) íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(r) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî w ∈ U0

δ (w0) ìíîæå-
ñòâî f−1(w) ∩ Ur(z0) ñîñòîèò ðîâíî èç n òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èçîëèðîâàííîñòè íóëåé íåïîñòîÿííîé ãîëîìîðô-
íîé ôóíêöèè f(z) − w0, ñóùåñòâóåò òàêîå ρ1 > 0, ÷òî f ∈ O(Uρ1(z0)) è
f(z) 6= w0 ïðè z ∈ U0

ρ1
(z0). Ïîñêîëüêó f ′(z) íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ

â êðóãå Uρ1(z0), òî ñóùåñòâóåò òàêîå ρ ≤ ρ1, ÷òî f
′(z) îòëè÷íà îò íóëÿ

âñþäó â êðóãå Uρ(z0) çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷êè z0.
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Ðèñ. 9.1:

Ïðîâåðèì, ÷òî ÷èñëî ρ � èñêîìîå. Ïîñêîëüêó ρ ≤ ρ1, ñïðàâåäëèâî
óòâåðæäåíèå à).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå r ∈ (0, ρ). Òàê êàê f(z) − w0 6= 0 íà êîìïàêòå
∂Ur(z0), òî ÷èñëî

δ := min
z∈∂Ur(z0)

|f(z)− w0| > 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(z) = f(z)−w0. Â ñèëó à), òî÷êà w0 ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì íóëåì ôóíêöèè φ(z) â êðóãå Ur(z0) è ïî óñëîâèþ ïîðÿäîê
ýòîãî íóëÿ ðàâåí n. Îòñþäà N(φ, Ur(z0)) = n. Âîçüìåì ëþáîå w ∈ U0

δ (w0).
Òîãäà â êðóãå Ur(z0) ôóíêöèè φ(z) = f(z)−w0 è ψ(z) = w0−w (ôóíêöèÿ ψ
ïîñòîÿííà) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðóøå, èáî φ, ψ ∈ O(Ur(z0))
è â òî÷êàõ z ∈ ∂Ur(z0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ψ(z)| = |w0 − w| < δ ≤ |f(z)− w0| = |φ(z)|.

Ïîýòîìó ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè f − w = φ+ ψ â ýòîì êðóãå ðàâíî

N(f − w,Ur(z0)) = N(φ+ ψ,Ur(z0)) = N(φ, Ur(z0)) = n.

Ïóñòü z � ëþáîé èç ýòèõ íóëåé. Òàê êàê w 6= w0 è r < ρ, òî z 6= z0 è
(f(z)− w)′ = f ′(z) 6= 0. Çíà÷èò, ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè f − w â òî÷êå z
ðàâåí åäèíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå íóëè ôóíêöèè f − w èç êðóãà Ur(z0)

107



Ðèñ. 9.2:

ðàçëè÷íû è èõ ðîâíî n (íà ðèñ. 9.1 n = 3), ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå
á).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé ïðåäûäóùåå óòâåðæäå-
íèå íåâåðíî. Íàïðèìåð, åñëè y = x2, òî â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè y0 = 0 åñòü êàê òî÷êè, èìåþùèå 2 ïðîîáðàçà (åñëè y > 0), òàê è
òî÷êè, íå èìåþùèå ïðîîáðàçîâ (åñëè y < 0) (ñì. ðèñ. 9.2).

Ñëåäñòâèå 17. Ïóñòü f(z) � íåïîñòîÿííàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, w0 = f(z0). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî
êðóã Uδ(w0) ñîäåðæèòñÿ â îáðàçå ýòîé îêðåñòíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè
f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ρ êàê â ëåììå 6 è r ∈ (0, ρ). Òîãäà δ = δ(r) �
èñêîìîå.

Ïðåäëîæåíèå 42 (Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f
íåïîñòîÿííà è ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà ìíîæåñòâî G = f(D)
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 17, êàæäàÿ òî÷êà w0 ∈ G ñîäåðæèòñÿ
â ìíîæåñòâå G âìåñòå ñ íåêîòîðîé δ-îêðåñòíîñòüþ. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
G îòêðûòî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè w0, w1 ∈ G. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò
òàêèå z1, z2 ∈ D, ÷òî wj = f(zj), j = 1, 2. Òàê êàê ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ
îáëàñòüþ, òî D ëèíåéíî ñâÿçíî, çíà÷èò ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ
γ, ëåæàùàÿ â D, ñ íà÷àëîì â òî÷êå z0 è êîíöîì â òî÷êå z1. Ïóñòü êðèâàÿ
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Ðèñ. 9.3:

Γ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êðèâîé γ ïðè îòîáðàæåíèè f (ñì. ðèñ. 9.3). Òîãäà Γ
� íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â ìíîæåñòâå G, ñ íà÷àëîì â òî÷êå w0

è êîíöîì â òî÷êå w1. Òàêèì îáðàçîì, G � ëèíåéíî ñâÿçíî.
Èòàê, G � îòêðûòîå ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëüíî, îá-

ëàñòü.

Çàìå÷àíèå 15. Îòìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå îáðàç îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà ïðè ãëàäêîì îòîáðàæåíèè óæå íå îáÿçàòåëüíî îòêðûò. Íà-
ïðèìåð, îáðàçîì èíòåðâàëà (−1, 1) ïðè îòîáðàæåíèè y = x2 áóäåò ïîëó-
èíòåðâàë [0, 1).

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ôóíêöèé, ãîëî-
ìîðôíûõ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 43. Ïóñòü E � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è ôóíêöèÿ f(z) îïðå-
äåëåíà íà E. Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíîé íà ìíîæåñòâå E,
åñëè îáðàçû ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà E ðàçëè÷íû. Ôóíêöèÿ f íà-
çûâàåòñÿ ëîêàëüíî îäíîëèñòíîé íà ìíîæåñòâå E, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
z0 ∈ E ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé f(z) îäíîëèñòíà.

Ïðåäëîæåíèå 43 (Êðèòåðèé ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè
ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè D íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f ′(z) 6= 0
â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f(z) ëîêàëüíî îäíîëèñòíà â D.
Î÷åâèäíî, ÷òî f íåïîñòîÿííà â D. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ z0 ∈ D, ÷òî f ′(z0) = 0. Òîãäà ÷èñëî n = min{j ∈ N :
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f (j)(z0) 6= 0} ≥ 2. Âîçüìåì îêðåñòíîñòü V ⊂ D òî÷êè z0, â êîòîðîé ôóíê-
öèÿ f(z) îäíîëèñòíà. Ïóñòü ρ, r ∈ (0, ρ), δ = δ(r) � êàê â ëåììå 6, ïðè÷åì
÷èñëî r ∈ (0, ρ) òàêîå ìàëåíüêîå, ÷òî Ur(z0) ⊂ V , w ∈ U0

δ (w0). Â ñèëó
ëåììû 6, ìíîæåñòâî f−1(w) ∩ Ur(z0) ñîcòîèò èç n òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé â V � ïðîòèâîðå÷èå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f ′(z) 6= 0 â îáëàñòè D. Âîçüìåì ëþáóþ z0 ∈
D. Òîãäà ÷èñëî n = min{j ∈ N : f (j)(z0) 6= 0} = 1. Âíîâü, ïóñòü ρ,
r ∈ (0, ρ), δ = δ(r) � êàê â ëåììå 6. Òîãäà äëÿ ëþáîãî w ∈ Uδ(w0)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà z ∈ Ur(z0), äëÿ êîòîðîé f(z) = w. Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(z), ïðîîáðàç f−1 (Uδ(w0)) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ìíîæåñòâîì â D. Çíà÷èò f(z) îäíîëèñòíà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå V =
Ur(z0) ∩ f−1 (Uδ(w0)), ñîäåðæàùåì òî÷êó z0.

Ïðåäëîæåíèå 44 (Îáùàÿ òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíê-
öèÿ f(z) îäíîëèñòíà è ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D. Òîãäà ôóíêöèÿ g(w),
îáðàòíàÿ ê f(z), ãîëîìîðôíà â îáëàñòè f(D), ïðè÷åì g′(w) = 1

f ′(g(w))
.

(Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè, ìíîæåñòâî f(D) ÿâëÿåòñÿ
îáëàñòüþ.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(z) îäíîëèñòíà â îáëàñòè D, òî â
êàæäîé òî÷êå z ∈ D â ñèëó êðèòåðèÿ ëîêàëüíîé îäíîëèñòíîñòè, f ′(z) 6=
0, çíà÷èò ÷èñëî n = min{j ∈ N : f (j)(z) 6= 0} = 1 íåçàâèñèìî îò z.

Ïîêàæåì, ÷òî g ∈ C(f(D)). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî g(w) íåïðåðûâ-
íà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå w0 ∈ f(D). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z0 = g(w0), ρ
êàê â ëåììå 6 è ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå. Âîçüìåì ÷èñëî r èç èíòåðâàëà
(0,min(ρ, ε)). Èç ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå δ(r) > 0, ÷òî äëÿ
ëþáîãî w ∈ Uδ(w0) ìíîæåñòâî f−1(w) ∩ Ur(z0) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.
Íî ýòà òî÷êà ðàâíà g(w), ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè |w − w0| < δ, òî |g(w)− g(w0)| < r < ε,

îòêóäà è ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè g(w) â òî÷êå w0.
Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå w = f(z) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì îá-

ëàñòèD íà îáëàñòü f(D) è f ′ 6= 0 â òî÷êàõ èçD. Äàëåå ñëåäóåò ïðèìåíèòü
òåîðåìó îá îáðàòíîé ôóíêöèè, äîêàçàííóþ â ïðåäëîæåíèè 6 ãëàâû 2.
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Ãëàâà 10

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè,

ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ

ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

10.1 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ãîëî-

ìîðôíîé ôóíêöèè è åãî ñëåäñòâèÿ. Âòî-

ðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà äëÿ ðÿäîâ ãî-

ëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Ïðåäëîæåíèå 45 (Ïðèíöèï (ëîêàëüíîãî) ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äëÿ ãî-
ëîìîðôíîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D è
|f(z)| èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â òî÷êå z0 ∈ D. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z)
ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) íåïîñòîÿííà è w0 = f(z0).
Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî |f(z)| ≤ |w0| äëÿ âñåõ z ∈ Ur(z0).
Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 17 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî

Uδ(w0) ⊂ f (Ur(z0)) . (10.1)
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Ðèñ. 10.1:

Â êðóãå Uδ(w0) íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà w, ÷òî |w| > |w0| (ñì. ðèñ. 10.1).
Ñîãëàñíî âêëþ÷åíèþ (10.1), ñóùåñòâóåò z ∈ {f−1(w)} ∩ Ur(z0), ïîýòîìó

|f(z)| = |w| > |w0| = |f(z0)| � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 18. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà è íå èìååò íóëåé â
îáëàñòè D. Òîãäà åñëè |f(z)| èìååò (ëîêàëüíûé) ìèíèìóì â òî÷êå z0 ∈
D, òî ôóíêöèÿ f(z) ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ g(z) = 1
f(z)

ãîëîìîðôíà â D è

èìååò (ëîêàëüíûé) ìàêñèìóì â òî÷êå z0. Ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ
ôóíêöèÿ g(z) ïîñòîÿííà . Ñëåäîâàòåëüíî, è f(z) ïîñòîÿííà.

Ñëåäñòâèå 19. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, f ∈ O(D)∩C(D).
Òîãäà maxz∈D |f(z)| = maxz∈∂D |f(z)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå D, ñó-
ùåñòâóåò z0 ∈ D â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì |f(z)|. Åñëè ôóíêöèÿ
f(z) ïîñòîÿííà â D ( à çíà÷èò è â D), òî óòâåðæäåíèå âåðíî. Åñëè f(z)
íåïîñòîÿííà, òî, ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, z0 6∈ D, ïîýòîìó óòâåð-
æäåíèå òàêæå âåðíî.

Ñëåäñòâèå 20. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, f1, f2 ∈ O(D) ∩
C(D) è f1(z) = f2(z) â òî÷êàõ z ∈ ∂D. Òîãäà f1(z) = f2(z) â òî÷êàõ
îáëàñòè D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 19 ê ôóíêöèè f(z) =
f1(z)− f2(z).

Ïðåäëîæåíèå 46 (Âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ðÿäàõ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé). Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â C, fn ∈ O(D) ∩ C(D),
n ∈ N è ðÿä

∞∑
n=1

fn(z) (10.2)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ∂D. Òîãäà ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â D
è åãî ñóììà ãîëîìîðôíà â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êðèòåðèÿ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (10.2)
íà ∂D ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå N(ε) ∈ N, ÷òî äëÿ
âñåõ n ≥ N , p ∈ N è z ∈ ∂D ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

n+p∑
j=n+1

fj(z)

∣∣∣∣∣ < ε. (10.3)

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 19, íåðàâåíñòâî (10.3) ñïðàâåäëèâî äëÿ òåõ æå n, p
è äëÿ âñåõ z ∈ D, çíà÷èò ðÿä (10.2) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â D ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè f(z). Cîãëàñíî ïåðâîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, f ∈ O(D).

10.2 Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè-

÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðèíöèï (ëîêàëüíîãî)

ýêñòðåìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 20 (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé).
Ïóñòü u1 è u2 � äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â îáëàñòè D, ñîâïàäàþ-
ùèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ⊂ D. Òîãäà u1(x, y) = u2(x, y) â
êàæäîé òî÷êå (x, y) ∈ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x, y) = u1(x, y) − u2(x, y). Òîãäà ôóíêöèÿ u
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â D è òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ â îêðåñòíîñòè
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òî÷êè z0. Íàì äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî u òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ â
D.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

E = {z = x+ iy ∈ D : u ≡ 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z}

Òàê êàê z0 ∈ E, òî E íåïóñòî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî E îòêðûòî.
Ïîêàæåì, ÷òî E çàìêíóòî â D. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ⊂ E

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå a ∈ D. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êðóã Uρ(a) ⊂ D. Ïî
îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà E, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u òîæ-
äåñòâåííî ðàâíà íóëþ â ýòîì êðóãå. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 20, ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ O(Uρ(a)), ÷òî u = Re f â êðóãå Uρ(a). Òàê êàê
limn→∞ zn = a, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà zk ∈ Uρ(a). Ïîñêîëüêó zk ∈ E, ñó-
ùåñòâóåò êðóã Uδ(zk) ⊂ Uρ(a), â êîòîðîì ôóíêöèÿ u òîæäåñòâåííî ðàâíà
íóëþ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) = ef(z). Îíà ãîëîìîðôíà â êðóãå Uρ(a),
à â òî÷êàõ èç Uδ(zk) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

|g(z)| = eRe f(z) = eu(x,y) = 1.

Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ôóíêöèÿ g(z) ïîñòîÿííà â êðóãå Uρ(a).
Òåì ñàìûì f(z) è u(x, y) = Re f(z) ïîñòîÿííû â ýòîì êðóãå. Ïîýòîìó u
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íå òîëüêî â Uδ(zk), íî è â Uρ(a).

Èòàê, E � íåïóñòîå îòêðûòîå è çàìêíóòîå â D ìíîæåñòâî. Ïî ëåììå
îá îòêðûòî-çàìêíóòîì ìíîæåñòâå èç ãëàâû 4 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ u
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ â D.

Çàìå÷àíèå 16. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàâåíñòâà äâóõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ
â îáëàñòè D äîñòàòî÷íî èõ ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå, èìåþùåì ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó â îáëàñòè D. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòîãî óæå íåäî-
ñòàòî÷íî, íàïðèìåð, ôóíêöèè u1(x, y) = 0, u2(x, y) = y ÿâëÿþòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêèìè íà âñåé ïëîñêîñòè è ñîâïàäàþò íà îñè x, îäíàêî âíå îñè x èõ
çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû.

Ïðåäëîæåíèå 47 (Ïðèíöèï (ëîêàëüíîãî) ýêñòðåìóìà äëÿ ãàðìîíè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé). Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îá-
ëàñòè D è èìååò â òî÷êå z0 ∈ D ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Òîãäà u(x, y)
ïîñòîÿííà â D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå z0 ôóíêöèÿ u èìååò ëî-
êàëüíûé ìàêñèìóì (èíà÷å ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u1(x, y) = −u(x, y)).
Âîçüìåì êðóã Ur(z0) ⊂ D è òàêóþ ôóíêöèþ f ∈ O(D), ÷òî u(x, y) =
Re f(x, y) â ýòîì êðóãå. Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ g(z) = ef(z). Òàê êàê |g(z)| = eu(x,y), òî |g(z)| ≤ |g(z0)| ïðè z ∈ Ur(z0).
Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ, ôóíêöèÿ g(z) ïîñòîÿííà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ôóíêöèÿ f(z), à çíà÷èò è u(x, y) ïîñòîÿííû â êðóãå Ur(z0). Ïî òåîðå-
ìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ
u(x, y) ïîñòîÿííà â D.
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Ãëàâà 11

Îáùèå ïðèíöèïû êîíôîðìíûõ

îòîáðàæåíèé. Êîíôîðìíûå

îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå

ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè

11.1 Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ îáëàñòåé ðàñ-

øèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ðàññìàòðèâàëèñü êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè,
îïðåäåëåííûå íà ïîäìíîæåñòâàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Íà÷èíàÿ ñ ýòîé
ãëàâû, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü è ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïîäìíîæå-
ñòâàõ C è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç C.

Íàïîìíèì (ñì. îïðåäåëåíèå 6), ÷òî ε-îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íîñòè â
C íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Uε(∞) = {z ∈ C : |z| > ε} ∪ {∞}. Íàçîâåì ìíî-
æåñòâî V ⊂ C îòêðûòûì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè a ⊂ V cóùåñòâóåò òàêîå
r > 0, ÷òî Ur(a) ⊂ V . Äëÿ ïîäìíîæåñòâ èç C ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò
ñ ââåäåííûì ðàíåå. Îêðåñòíîñòüþ áåñêîíå÷íîñòè íàçîâåì ëþáîå îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî V ⊂ C, ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íîñòü. Ìíîæåñòâî D ⊂ C
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ, åñëè D îòêðûòî è D \ {∞} ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ.

Ïóñòü a ∈ C, V � îêðåñòíîñòü òî÷êè a. Ôóíêöèÿ f : V → C íà-
çûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè limz→a f(z) = f(a). Ïóñòü D �
îòêðûòîå ìíîæåñòâî â C. Ôóíêöèÿ f : D → C íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé
íà ìíîæåñòâå D, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà D.
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Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå ðàñ-
øèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü a ∈ C è îòîáðàæåíèå

w = f(z) (11.1)

îïðåäåëåío â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â C.
Òîãäà âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

(1) a ∈ C, f(a) ∈ C;
(2) a =∞, f(a) ∈ C;
(3) a ∈ C, f(a) =∞;
(4) a =∞, f(a) =∞.
Â ïåðâîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå (11.1) íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì â òî÷êå

a, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 13 ãëàâû 2. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå äàííîå îòîáðàæåíèå êîíôîðìíî â òî÷êå a, åñëè îíî íåïðåðûâíî
â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, ôóíêöèè u(x, y) = Re f(z), v(x, y) = Im f(z) äèô-
ôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a è äëÿ ëþáûõ äâóõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
òî÷êó a è èìåþùèõ â ýòîé òî÷êå íåíóëåâûå êàñàòåëüíûå âåêòîðû, óãîë â
òî÷êå a îò ïåðâîé êðèâîé äî âòîðîé êðèâîé ðàâåí óãëó â òî÷êå f(a) îò îá-
ðàçà ïåðâîé êðèâîé äî îáðàçà âòîðîé êðèâîé ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z).
Â ñèëó òåîðåìû 2, îòîáðàæåíèå (11.1) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì â òî÷êå a
⇐⇒ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a, äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå a è f ′(a) 6= 0.

Â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ îòîáðàæåíèå (11.1) íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì â
òî÷êå a, åñëè:

â ñëó÷àå (2) îòîáðàæåíèå w = f
(

1
ζ

)
êîíôîðìíî â òî÷êå ζ = 0 (ñ÷è-

òàåì w(0) = f(∞));
â ñëó÷àå (3) îòîáðàæåíèå η = 1

f(z)
êîíôîðìíî â òî÷êå z = a (ñ÷èòàåì

η(a) = 0);
â ñëó÷àå (4) îòîáðàæåíèå η = 1

f( 1
ζ )

êîíôîðìíî â òî÷êå ζ = 0 (ñ÷èòàåì

η(0) = 0).

Îïðåäåëåíèå 44. Ïóñòü D, G � îáëàñòè â C. Îòîáðàæåíèå w = f(z)
íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì D íà G, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ áè-
åêöèåé D íà G è êîíôîðìíî â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè D.

Ìîòèâèðîâêà äàííîãî îïðåäåëåíèÿ òàêîâà: åñëè S � ñôåðà Ðèìàíà,
π : S → C ∪ {∞} � ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, γ1 è γ2 � ãëàäêèå
êðèâûå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó a, γ̃1 è γ̃2 �
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Ðèñ. 11.1:
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èõ ïðîîáðàçû ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè, Ma = π−1(a), òî óãîë îò
êðèâîé γ1 äî êðèâîé γ2 â òî÷êå a ðàâåí óãëó îò êðèâîé γ̃1 äî êðèâîé γ̃2 â
òî÷êå Ma (ñì. ðèñ. 11.1). Òàêæå, îòîáðàæåíèå z → 1

z
ðàñøèðåííîé êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè îòâå÷àåò ïîâîðîòó ñôåðû Ðèìàíà íà 180 ãðàäóñîâ
âîêðóã äèàìåòðà, ïàðàëëåëüíîãî îñè x, à çíà÷èò ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó
êðèâûìè íà ñôåðå Ðèìàíà.

Èç îáùåé òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè (ñì. ïðåäëîæåíèå 44) ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 48 (Êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî îä-
íîëèñòíîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà è
îäíîëèñòíà â îáëàñòè D ⊂ C. Òîãäà w = f(z) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì
îòîáðàæåíèåì D íà f(D) è îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå z = g(w)
ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì f(D) íà D.

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû ïðèâåäåì áåç äî-
êàçàòåëüñòâà

Ïðåäëîæåíèå 49. Ïóñòü D, G � îáëàñòè â C è f êîíôîðìíî îòîáðà-
æàåò D íà G. Òîãäà f ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â
îáëàñòè D.

11.2 Îáðàòíûé ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö;

òåîðåìû Êàðàòåîäîðè è Ðèìàíà (áåç äî-

êàçàòåëüñòâà)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òàêæå íàçûâàþò ïðèíöèïîì ñîîòâåòñòâèÿ ãðà-
íèö.

Ïðåäëîæåíèå 50 (Îáðàòíûé ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö). Ïóñòü D1

è D2 � îãðàíè÷åííûå îáëàñòè, ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî
ãëàäêèå êðèâûå1γ1 è γ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ
f ∈ O(D1) ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò γ1 íà γ2. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z) êîí-
ôîðìíî îòîáðàæàåò D1 íà D2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w0 ∈ C. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî {f−1(w0)}∩D1

ëèáî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè (ïðè w0 ∈ D2), ëèáî ïóñòî (ïðè

1Òàêèì îáðàçîì, D1 è D2 � îäíîñâÿçíûå îáëàñòè ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé.
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w0 ∈ C \ D2). Òîãäà ìû ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) îäíîëèñòíà â D1 è
f(D1) = D2, à çíà÷èò, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 48, f êîíôîðìíî îòîáðàæàåò
D1 íà D2.

Ïóñòü γ1(t), t ∈ [a, b] � ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ1. Òàê êàê f ãîìåî-
ìîðôíî îòîáðàæàåò γ1 íà γ2, òî f(γ1(t)), t ∈ [a, b] � ëèáî ïàðàìåòðèçàöèÿ
êðèâîé γ2, ëèáî ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé γ

−
2 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w0 ∈ C\γ2. Òîãäà ôóíêöèÿ f(z)−w0 íå èìååò íóëåé
íà γ1 = ∂D1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ëîãàðèôìè÷åñêîì âû÷åòå ê ôóíêöèè
f(z)− w0 è îáëàñòè D1, ïîëó÷àåì

N(f(z)− w0, D1) =
1

2πi

∫
γ1

(f(ξ)− w0)′

f(ξ)− w0

dξ =

=
1

2πi

∫ b

a

f ′(γ1(t))

f(γ1(t))− w0

γ′1(t)dt =
1

2πi

∫ b

a

(f(γ1(t)))′

f(γ1(t))− w0

dt.

(11.2)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ëîãàðèôìè÷åñêîì âû÷åòå ê
ôóíêöèè w − w0 è îáëàñòè D2, ïîëó÷àåì

N(w − w0, D2) =
1

2πi

∫
γ2

(w − w0)′

w − w0

dw =
1

2πi

∫
γ2

1

w − w0

dw =

= ± 1

2πi

∫ b

a

1

f(γ1(t))− w0

(f(γ1(t)))′ dt.

(11.3)

(Çíàê ± ìû ïèøåì ïîòîìó, ÷òî ïîêà íå çíàåì, ÿâëÿåòñÿ ëè f(γ1(t)), t ∈
[a, b] ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé γ2 èëè γ

−
2 ). Òàêèì îáðàçîì,N(f(z)−w0, D1) =

±N(w−w0, D2). Íî, òàê êàê ÷èñëî íóëåé íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì,
òî

N(f(z)− w0, D1) = N(w − w0, D2) =

{
1, åñëè w0 ∈ D2,

0, åñëè w0 ∈ C \D2.
(11.4)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà w0 ∈ γ2. Äîïóñòèì, îò ïðîòèâíîãî,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà z0 ∈ D1, ÷òî f(z0) = w0. Òàê êàê ôóíêöèÿ f
íåïîñòîÿííà, òî èç ïðèíöèïà ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
êðóã Uδ(w0), ïðèíàäëåæàùèé f(D1). Íî, òàê êàê γ2 � êóñî÷íî ãëàäêàÿ
êðèâàÿ, òî â êðóãå Uδ(w0) íàéäåòñÿ òî÷êà w1 ∈ C\D2 (ñì. ðèñ. 11.2). (Ýòîò
ãåîìåòðè÷åñêèé ôàêò ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.) Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî N(f(z)− w1, D1) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå.
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Ðèñ. 11.2:

Ðèñ. 11.3:
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Çàìå÷àíèå 17. Íàãëÿäíàÿ èëëþñòðàöèÿ ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé òà-
êîâà. Ïóñòü w0 ∈ C \ γ2 è z ïðîáåãàåò êðèâóþ γ1 îäèí ðàç. Òîãäà è f(z)
ïðîáåãàåò êðèâóþ γ2 îäèí ðàç, çíà÷èò ëèáî âåêòîð f(z)− w0 (ñ íà÷àëîì
w0 è êîíöîì f(z)) äåëàåò îäèí îáîðîò âîêðóã íóëÿ (â ñëó÷àå w0 ∈ D2,
êàê íà ðèñ. 11.3à)) è òîãäà ∆γ1 arg(f(z)−w0) = ±2π, ëèáî ÷èñëî îáîðîòîâ
âåêòîðà f(z)−w0 âîêðóã íóëÿ ðàâíî íóëþ (â ñëó÷àå w0 ∈ C \D2, êàê íà
ðèñ. 11.3á)) è òîãäà ∆γ1 arg(f(z)−w0) = 0. Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï àðãóìåíòà
è íåîòðèöàòåëüíîñòü ÷èñëà íóëåé, ïîëó÷àåì (11.4).

Çàìå÷àíèå 18. Îáðàòíûé ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðåí äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé. Íàïðèìåð, åñëè

D1 = {z ∈ C : Im z > 0} , D2 = {w ∈ C : Imw > 0} , w = f(z) = z3.

Òàê êàê ãðàíèöàìè îáëàñòåé (â C) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ïðÿìûå,
òî f ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò ∂D1 íà ∂D2. Òàêæå ôóíêöèÿ f(z) öåëàÿ.
Îäíàêî f(D1) = C \ {0} 6= D2.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îáðàùåíèå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, êî-
òîðîå ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 21 (Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü D1, D2 � îãðàíè÷åííûå îä-
íîñâÿçíûå îáëàñòè ñ ïðîñòîé ãðàíèöåé, ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â D1 è
îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå D1 íà D2. Òîãäà f ïðîäîëæà-
åòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà D1 → D2.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òàêæå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà

Òåîðåìà 22 (Òåîðåìà Ðèìàíà). Ïóñòü D ⊂ C � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü,
îòëè÷íàÿ îò C. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíîëèñòíàÿ ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíê-
öèÿ f , îñóùåñòâëÿþùàÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà åäè-
íè÷íûé êðóã U1(0).

11.3 Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 45. Ïóñòü a, b, c, d � òàêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ÷òî ad−
bc 6= 0. Ïðåîáðàçîâàíèå

w = f(z) =
az + b

cz + d
(11.5)

íàçûâàåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.
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Óñëîâèå ad − bc 6= 0 íàêëàäûâàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z)
áûëà íåïîñòîÿííîé. Â ñëó÷àå c = 0 ýòî óñëîâèå äàåò a, d 6= 0, çíà÷èò
(11.5) ñòàíîâèòñÿ íåïîñòîÿííûì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

w = f(z) =
a

d
z +

b

d
= Az +B. (11.6)

Â ñëó÷àå c = 0 ïîëàãàåì f(∞) = ∞. Ïðè c 6= 0 ïîëàãàåì f
(
−d
c

)
=

∞, f(∞) = a
c
. Òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé íà

C. Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (11.6) � ïîäîáèå, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðïîçèöèåé ðàñòÿæåíèÿ ζ = |A|z, ïîâîðîòà η = ei argAζ è ñäâèãà w =
η + b.

11.3.1 Câîéñòâà äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

1. Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé C íà C è

îáðàòíîå ê íåìó òîæå ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ðåøàÿ óðàâíåíèå (11.5) îòíîñèòåëüíî z, ïîëó÷àåì ÷òî
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

z =
dw − b
a− wc

òàêæå ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì, à â ñëó÷àå c = 0 � ëèíåéíûì. Ïîýòîìó
ïðè c = 0 îòîáðàæåíèå (11.6) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ïåðåâîäèò C → C è
∞ → ∞. Åñëè æå c 6= 0, òî îòîáðàæåíèå (11.5) âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ïåðåâîäèò C \

{
−d
c

}
→ C \

{
a
c

}
, −d

c
→∞, ∞→ a

c
.

2. Ñîâîêóïíîñòü äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé îáðàçóþò ãðóï-

ïó Λ, åñëè â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé îïåðàöèè âçÿòü êîìïîçèöèþ

îòîáðàæåíèé.

Äåéñòâèòåëüíî: ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè Lj : z →
fj(z) =

ajz+bj
cjz+dj

, j = 1, 2, òî êîìïîçèöèÿ L1 ◦ L2 : z → f1(f2(z)) òîæå ÿâëÿ-

åòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû:
à) àññîöèàòèâíîñòü: åñëè Lj(z) : z → fj(z) =

ajz+bj
cjz+dj

, j = 1, 2, 3, òî

L1 ◦ (L2 ◦ L3) = (L1 ◦ L2) ◦ L3,

òàê êàê êàæäîå èç îòîáðàæåíèé âûøå èìååò âèä z → f1(f2(f3(z)));
á) åäèíèöåé â ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;
â) ñîãëàñíî 1., îáðàòíîå ê äðîáíî-ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ òîæå äðîáíî-

ëèíåéíî.
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Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïà Λ íå êîììóòàòèâíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè L1 :
z → z + 1, L2 : z → 1

z
, òî L1 ◦ L2 : z → 1

z
+ 1, L2 ◦ L1 : z → 1

z+1
. Ïðÿìîå

âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè fj(z) =
ajz+bj
cjz+dj

, j = 1, 2, òî êîìïîçèöèÿ

f1 ◦ f2 òîæå ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.
3. Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (11.5) êîíôîðìíî îòîáðà-

æàåò C íà C. Òàê êàê äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé
C íà C, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå (11.5) êîíôîðìíî â êàæ-
äîé òî÷êå èç C.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé c 6= 0. Áóäåì ïðîâåðÿòü ñîãëàñíî ñõåìå
ïåðåä îïðåäåëåíèåì 44.

a) Åñëè z ∈ C\
{
−d
c

}
, òî êîíôîðìíîñòü â òî÷êå z ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

f ′(z) =
ad− bc

(cz + d)2
6= 0.

á) Ïðîâåðèì êîíôîðìíîñòü â òî÷êå −d
c
. Òàê êàê w

(
−d
c

)
=∞, íóæíî

ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå η(z) = 1
f(z)

= cz+d
az+b

êîíôîðìíî â ýòîé òî÷êå.

Èìååì η′(z) = bc−ad
(az+b)2

, η′
(
−d
c

)
6= 0.

â) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîíôîðìíîñòè â òî÷êå∞, ïðîâåðèì êîíôîðì-

íîñòü ñóïåðïîçèöèè f
(

1
ζ

)
= bζ+a

dζ+c
â òî÷êå ζ = 0. Âíîâü ïîëó÷àåì, ÷òî(

bζ+a
dζ+c

)′
= bc−ad

(dζ+c)2
, η′(0) 6= 0.

Ïóñòü òåïåðü c = 0. Òîãäà îòîáðàæåíèå èìååò âèä w = f(z) = Az+B,
A 6= 0. Â òî÷êàõ z ∈ C îíî êîíôîðìíî, òàê êàê f ′(z) = A 6= 0. Òàê êàê
w(∞) = ∞, íóæíî ïðîâåðèòü êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ η = 1

f(ζ−1)
=

ζ
Bζ+A

â òî÷êå ζ = 0. Èìååì η′(ζ) = A
(Bz+A)2

, η′(0) 6= 0.

4. Ñâîéñòâî òðåõ òî÷åê.

Ïðåäëîæåíèå 51. Êàêîâû áû íè áûëè òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè z1, z2,
z3 ∈ C è òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè w1, w2, w3 ∈ C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå w(z), óäîâëåòâîðÿþùåå w(zk) = wk, k =
1, 2, 3. Ýòî îòîáðàæåíèå íàõîäèòñÿ èç ôîðìóëû

z − z1

z − z2

· z3 − z2

z3 − z1

=
w − w1

w − w2

· w3 − w2

w3 − w1

. (11.7)

Ñîãëàøåíèå: åñëè îäíà èç òî÷åê ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè, òî â ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ÷àñòè ðàâåíñòâà (11.7) óáèðàþòñÿ âñå ìíîæèòåëè, ñîäåð-
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æàùèå ýòó òî÷êó, íàïðèìåð, ïðè z1 = ∞, â ëåâîé ÷àñòè (11.7) îñòà-
íåòñÿ òîëüêî z3−z2

z−z2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü g(z) è h(w) � ñîîòâåòñòâåííî
ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà (11.7), c ó÷åòîì ñîãëàøåíèÿ. Òîãäà

g(z1) = 0 = h(w1), g(z2) =∞ = h(z2), g(z3) = 1 = h(z3).

Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå w = h−1 ◦g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ è íàõîäèòñÿ èç
ðàâåíñòâà (11.7).

2. Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.
Òîãäà êîìïîçèöèÿ φ = h◦f ◦g−1 îñòàâëÿåò òî÷êè 0, 1,∞ íåïîäâèæíûìè.
Òàê êàê φ(∞) = ∞, òî φ(z) = Az + B � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî φ(0) = 0 è φ(1) = 1, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì B = 0, A = 1.
Ïîýòîìó φ(z) ≡ z, çíà÷èò f = h−1 ◦ g.

5. Êðóãîâîå ñâîéñòâî è ñîõðàíåíèå ñèììåòðèè ïðè äðîáíî-

ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè. Ãåîìåòðèÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè òåñíî ñâÿ-
çàíà ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîäîáèÿ. Îíè ïåðåâîäÿò ïðÿìûå â ïðÿìûå è
îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòè. Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ýòó ðîëü
âûïîëíÿþò ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ w = Az +B, ãäå A 6= 0. Òî÷íî òàê
æå, ãåîìåòðèÿ ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñâÿçàíà ñ äðîáíî-
ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïðè ýòîì ðîëü ïðÿìûõ âûïîëíÿþò îáîá-
ùåííûå îêðóæíîñòè. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïåðåâîäÿò îáîáùåííûå îêðóæíîñòè â îáîáùåííûå îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 46. Îáîáùåííîé îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïðÿ-
ìàÿ, èëè îêðóæíîñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì, åñëè l �
ïðÿìàÿ, ñ÷èòàåì, ÷òî ∞ ∈ l.

Ýòî îïðåäåëåíèå ìîòèâèðóåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðî-
åêöèè îêðóæíîñòÿì è ïðÿìûì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îòâå÷àþò îêðóæ-
íîñòè íà ñôåðå Ðèìàíà.

Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè èìååòñÿ ïîíÿòèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
ïðÿìûõ, êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèÿõ ïëîñêîñòè. Îïðåäåëèì òå-
ïåðü ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîé îêðóæíîñòè. Äàëåå ìû ïîêà-
æåì, ÷òî ñâîéñòâî ñèììåòðèè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðà-
æåíèÿõ.
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Ðèñ. 11.4:

Îïðåäåëåíèå 47. Ïóñòü z ∈ C. Òî÷êà z∗ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé z
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l (ñì. ðèñ. 11.4, âåðõ), åñëè l∩C ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèí-
íûì ïåðïåíäèêóëÿðîì îòðåçêà ñ êîíöàìè z è z∗ (â ñëó÷àå z ∈ l ïîëàãàåì
z∗ = z).

Îïðåäåëåíèå 48. Ïóñòü z ∈ C. Òî÷êà z∗ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé z
îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ = {|z − z0| = R} (ñì.ðèñ. 9.2, íèç), åñëè z è
z∗ ëåæàò íà îäíîì ëó÷å ñ íà÷àëîì â òî÷êå z0 è

|z − z0| · |z∗ − z0| = R2

(ñ÷èòàåì z∗0 =∞, ∞∗ = z0.)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ C̄ cóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ñèììåòðè÷íàÿ åé òî÷êà îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîé îêðóæíîñòè (l èëè γ),
ïðè÷åì (z∗)∗ = z.

Äîêàæåì äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîé îáîáùåííîé îêðóæíîñòè ω ñóùåñòâóþò òàêèå
÷èñëà A,C ∈ R è B ∈ C, îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ, ÷òî

ω ∩ C = {Azz̄ +Bz + B̄z̄ + C = 0}. (11.8)

×èñëà A, B, C åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ
âåùåñòâåííóþ êîíñòàíòó. Îáðàòíî, âñÿêîå óðàâíåíèå (11.8) ñ íå ðàâ-
íûìè îäíîâðåìåííî íóëþ êîýôôèöèåíòàìè A,C ∈ R è B ∈ C çàäàåò
ëèáî ÷àñòü îáîáùåííîé îêðóæíîñòè, ëåæàùóþ â C, ëèáî òî÷êó, ëèáî
ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå ëþáîé îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé íà ïëîñêî-
ñòè èìååò âèä

A(x2 + y2) + 2b1x+ 2b2y + C = 0, (11.9)

ãäå êîýôôèöèåíòû A, b1, b2, C îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ. Ýòè êîýô-
ôèöèåíòû åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ âåùå-
ñòâåííóþ êîíñòàíòó. Ïðè ýòîì (11.9) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ⇐⇒
A = 0 è õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë b1, b2 îòëè÷íî îò íóëÿ. Åñëè æå A 6= 0, òî
(11.9) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ(

x+
b1

A

)2

+

(
y +

b2

A

)2

= D, D =
b2

1 + b2
2

A2
− C

A
,

ìíîæåñòâîì ðåøåíèé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ïðè D > 0, òî÷êà
ïðè D = 0 è ïóñòîå ìíîæåñòâî ïðè D < 0. Òàê êàê

z + z̄ = 2x, iz̄ − iz = 2y, zz̄ = x2 + y2,

òî óðàâíåíèå (11.9) ðàâíîñèëüíî

Azz̄ + (b1 − ib2)z + (b1 + ib2)z̄ + C = 0,

ïðè÷åì, åñëè ýòî óðàâíåíèå çàäàåò îáîáùåííóþ îêðóæíîñòü, òî ÷èñëà A,
B = b1 − ib2, C îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Ëåììà 8 (Ôîðìóëà äëÿ òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîé
îêðóæíîñòè). Ïóñòü îáîáùåííàÿ îêðóæíîñòü ω îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíå-
íèåì (11.8), ãäå ÷èñëà A, C ∈ R, B ∈ C îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ.
Òîãäà òî÷êè z1, z2 ∈ C ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ω òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

Az1z̄2 +Bz1 + B̄z̄2 + C = 0. (11.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî ω ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé:

ω ∩ C = {Bz + B̄z̄ + C = 0}, B 6= 0, (11.11)

à òî÷êè z1 è z2 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

Bz1 + B̄z̄2 + C = 0. (11.12)
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Âû÷èòàÿ (11.11) èç (11.12), ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà z ∈ C∩ω óäîâëå-
òâîðÿåò

B(z1 − z) = −B̄(z̄2 − z̄)

Ïðèðàâíèâàÿ ìîäóëè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ è
äåëÿ íà |B|, ïîëó÷àåì, ÷òî |z1−z| = |z2−z|. Ñëåäîâàòåëüíî, z ðàâíîóäàëå-
íà îò òî÷åê z1 è z2, ïîýòîìó ω∩C ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì
îòðåçêà ñ êîíöàìè z1, z2. Çíà÷èò òî÷êè z1 è z2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü-
íî ω. Òàê êàê òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ äàííîé, åäèíñòâåííà, ïîëó÷àåì, ÷òî
èñõîäíîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè ω � ïðÿìàÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ω � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì z0 ðà-
äèóñà R. Òîãäà óðàâíåíèå, çàäàþùåå ω èìååò âèä

(z − z0)(z̄ − z̄0) = R2.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

ω = {zz̄ − z̄0z − z0z̄ + z0z̄0 −R2 = 0}. (11.13)

Ïóñòü z1, z2 ∈ C ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ω. Òîãäà z1 6= z0 (ecëè
z1 = z0, òî z2 = (z1)∗ =∞ è ìû ýòîò ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàåì). Ïîýòîìó,
åñëè α � óãîë íàêëîíà ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç òî÷êè z0, íà êîòîðîì ëåæàò
z1 è z2, à ρ = |z1 − z0|, òî

z1 − z0 = ρeiα, z2 − z0 =
R2

ρ
eiα,

çíà÷èò
(z1 − z0)(z̄2 − z̄0) = R2. (11.14)

Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè òî÷êè z1, z2 óäîâëåòâîðÿþò (11.14), òî z1 6= z0 è,
ïðåäñòàâëÿÿ â ïîëÿðíîé ôîðìå z1 − z0 = ρeiα, ïîëó÷àåì z2 − z0 = R2

ρ
eiα,

çíà÷èò òî÷êè z1 è z2 ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì èç òî÷êè z0 ïîä
óãëîì α è |z1 − z0| · |z2 − z0| = R2, Ïîýòîìó òî÷êè z1 è z2 ñèììåòðè÷-
íû îòíîñèòåëüíî ω. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (11.14)
ýêâèâàëåíòíî

z1z̄2 − z̄0z1 − z0z̄2 + z0z̄0 −R2 = 0. (11.15)

Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèÿ (11.13) è (11.15) ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíîå óòâåðæäå-
íèå ñïðàâåäëèâî, åñëè ω � îêðóæíîñòü.
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Çàìå÷àíèå 19. Èç ôîðìóëû (11.12) ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà z2, ñèììåòðè÷-
íàÿ z1 ∈ C îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé Bz + B̄z̄ + C = 0 èìååò âèä z2 =
− 1
B

(B̄z̄1 + C). Ïîýòîìó, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {z1,n} ⊂ C ñõîäèòñÿ

ê ξ ∈ C, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z2,n = z∗1,n ñõîäèòñÿ ê ξ∗. Àíàëîãè÷íî,
èç ôîðìóëû (11.14) ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà z2, ñèììåòðè÷íàÿ z1 ∈ C \ {z0}
îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |z − z0| = R èìååò âèä z2 = z0 + R

z̄1−z̄0 . Ïî-

ýòîìó, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {z1,n} ⊂ C \ {z0} ñõîäèòñÿ ê ξ ∈ C, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z2,n = z∗1,n ñõîäèòñÿ ê ξ

∗.

Ïðåäëîæåíèå 52 (Êðóãîâîå ñâîéñòâî è ñîõðàíåíèå ñèììåòðèè). Ïóñòü
òî÷êè z1, z2 ∈ C ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîé îêðóæíîñòè
ω. Òîãäà ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè w = f(z) ìíîæåñòâî f(ω)
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé îêðóæíîñòüþ, à òî÷êè f(z1) è f(z2) ñèììåòðè÷-
íû îòíîñèòåëüíî f(ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
w = f(z) = Az + B. Êàê ñêàçàíî âûøå, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì, ïî-
ýòîìó ñîõðàíÿåò óãëû, à ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èçìåíÿåò â îäíî
è òî æå ÷èñëî ðàç. Ïîýòîìó ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå, îêðóæíîñòè
â îêðóæíîñòè, à òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé (ñîîòâåò-
ñòâåííî îêðóæíîñòè) ïåðåõîäÿò â òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî
îáðàçà ïðÿìîé (ñîîòâåòñòâåííî îáðàçà îêðóæíîñòè).

Â îáùåì ñëó÷àå w = az+b
cz+d

, ãäå c 6= 0. Ïîýòîìó w = a
c

+ bc−ad
c(cz+d)

ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðïîçèöèåé îòîáðàæåíèé

ζ = z +
d

c
, η =

1

ζ
, w =

a

c
+
bc− ad
c2

η.

Ïåðâîå è òðåòüå èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíåéíû, ïîýòîìó óäîâëåòâî-
ðÿþò èñõîäíîìó óòâåðæäåíèþ. Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå η = 1

ζ
ïåðå-

âîäèò îáîáùåííûå îêðóæíîñòè â îáîáùåííûå îêðóæíîñòè è ñîõðàíÿåò
ñâîéñòâî ñèììåòðèè. Ïóñòü îáîáùåííàÿ îêðóæíîñòü ω çàäàåòñÿ óðàâíå-
íèåì

Aζζ̄ +Bζ + B̄ζ̄ + C = 0,

ãäå ÷èñëà A, B, C îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ, à òî÷êè ζ1 è ζ2 ∈ C\{0}
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ω. Ñîãëàñíî ëåììå 8, òî÷êè ζ1, ζ2 óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèþ

Aζ1ζ̄2 +Bζ1 + B̄ζ̄2 + C = 0.
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×åðåç ω̃, η1, η2 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî îáðàçû ω, ζ1, ζ2 ïðè îòîáðàæå-
íèè η = 1

ζ
. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ω̃ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé îêðóæíî-

ñòüþ, à òî÷êè η1, η2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ω̃ (îáùèé ñëó÷àé, êîãäà
ζ1, ζ2 ∈ C ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 19).
Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèÿ âûøå ζ = 1

η
, ζj = 1

ηj
, j = 1, 2, ïîëó÷àåì, ÷òî

ìíîæåñòâî ω̃ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

A+Bη̄ + B̄η + Cηη̄ = 0, (11.16)

à òî÷êè η1, η2 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

A+Bη̄2 + B̄η1 + Cη1η̄2 = 0. (11.17)

Èç ëåììû 7 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ω̃ ëèáî ïóñòî, ëèáî òî÷êà,ëèáî îáîá-
ùåííàÿ îêðóæíîñòü. Íî ïåðâûå 2 ñëó÷àÿ íåâîçìîæíû, ïîñêîëüêó îòîá-
ðàæåíèå η = 1

ζ
âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ñîãëàñíî ëåììå 8, òî÷êè η1 è η2

ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ω.

11.4 Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿ-

åìûå ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè

11.4.1 Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíê-

öèè

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áûëè îïðåäåëåíû â êîí-
öå ãëàâû 2. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ýòè ôóíêöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì ez = ex(cos y + i sin y). Îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèî-
äîì 2πi è ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ, êðîìå íóëÿ. Åñëè w ∈ C \ {0}, òî

ez = w ⇐⇒ z ∈ Lnw = {ln |w|+ i argw + 2πik, k ∈ Z}

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè, (ez)′ = ez 6= 0, z ∈ C. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå w = ez êîí-
ôîðìíî â êàæäîé òî÷êå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îíî êîíôîðìíî â îáëà-
ñòè D ⊂ C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ez îäíîëèñòíà â îáëàñòè
D ⊂ C. Ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà D íå
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Ðèñ. 11.5:

ñîäåðæèò íèêàêèõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê z1, z2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèþ z1 − z2 = 2πik äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k. Îñíîâíûì ïðèìåðîì òàêîé
îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëîñà D0 = {−π < Im z < π}, îáðàçîì êîòîðîé ïðè
îòîáðàæåíèè w = ez ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü G = {−π < argw < π}, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ ñîáîé ïëîñêîñòü w ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó (−∞, 0] (ñì. ðèñ. 2.3).
Ïðè ýòîì îáðàçîì ïðÿìîé Im z = y ÿâëÿåòñÿ ëó÷ argw = y, à îáðàçîì
èíòåðâàëà Re z = x,−π < y < π ÿâëÿåòñÿ âñÿ îêðóæíîñòü |w| = ex çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷êè w = −ex.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 48, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

z = lnw = ln |w|+ i argw

îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå G íà D0; ôóíêöèÿ lnw ãîëî-
ìîðôíà â îáëàñòè G, (lnw)′ = 1

w
.

Àíàëîãè÷íî, w = ez êîíôîðìíî îòîáðàæàåò íà îáëàñòü G ïîëîñó
Dk = {−π + 2πk < Im z < π + 2πk}, k ∈ Z, ïðè÷åì îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå G → Dk çàäàåòñÿ ôóíêöèåé lnk w = lnw + 2πik. Ôóíêöèè lnk w
íàçûâàþòñÿ âåòâÿìè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè â îáëàñòè G. Êàæäûå
äâå âåòâè îòëè÷àþòñÿ íà àääèòèâíóþ êîíñòàíòó, êðàòíóþ 2πi è äëÿ ëþ-
áîãî w ∈ G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Lnw = {lnk w, k ∈ Z} (ñì. ðèñ. 11.5).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ïðåäëîæåíèå 53. Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ C \ {0} îäíîñâÿçíà. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ lnD z, ÷òî

Ln z = {lnD z + 2πik, k ∈ Z}, z ∈ D.

Ôóíêöèè lnD z + 2πik íàçûâàþòñÿ âåòâÿìè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíê-
öèè â îáëàñòè D.

11.4.2 Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ zn ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì áûëà óæå îïðåäåëåíà â ãëà-
âå 2. Îíà ãîëîìîðôíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðè n ≥ 0, ãîëî-
ìîðôíà â C \ {0} ïðè n < 0 è åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà (zn)′ = nzn−1.

Ïóñòü z ∈ C \ {0}. Äëÿ çíà÷åíèé α ∈ C \ Z ïîëîæèì

zα = {eαLn z} = {eα(ln |z|+i arg z+2πik), k ∈ Z}. (11.18)

Ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ïðè α = n ∈ Z ñ ââåäåííûì ðàíüøå, òàê
êàê en(ln |z|+i arg z+2πik) = en(ln |z|+i arg z) = zn.

Ïðè α = p
q
∈ Q, ãäå ÷èñëà p è q âçàèìíî ïðîñòû, ìíîæåñòâî (11.18)

ñîñòîèò èç q ýëåìåíòîâ:

z
p
q = {e

p
q

(ln |z|+i arg z+2πik) = |z|
p
q ei

p
q

(arg z+2πk), k = 0, 1, . . . , q − 1}.

Äëÿ α ∈ C \Q ìíîæåñòâî zα ñ÷åòíî.
Ïóñòü, êàê âûøå, G = {−π < argw < π}. Òîãäà â îáëàñòè G îïðåäå-

ëåíû ôóíêöèè
zαk = eα(ln z+2πik), k ∈ Z

íàçûâàåìûå âåòâÿìè ôóíêöèè zα â îáëàñòè G. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî
z ∈ G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî zα = {zαk , k ∈ Z}. Ëþáûå äâå âåòâè îòëè÷à-
þòñÿ íà ìóëüòèïëèêàòèâíóþ êîíñòàíòó: zαk = zα0 e

2πikα, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
âåòâåé ëèáî ðàâíî q, åñëè α = p

q
∈ Q, ãäå ÷èñëà p è q âçàèìíî ïðîñòû,

ëèáî ñ÷åòíî, åñëè α ∈ C \ Q. Ïî òåîðåìå î ñóïåðïîçèöèè ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé, êàæäàÿ èç âåòâåé ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â îáëàñòè
G,

(zαk )′ = zαk ·
α

z
= αzα−1

k .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ðèñ. 11.6:

Ïðåäëîæåíèå 54. Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ C \ {0} îäíîñâÿçíà. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ãîëîìîðôíàÿ â D ôóíêöèÿ zαD, ÷òî

zα = {e2πikαzαD, k ∈ Z}, z ∈ D.

Ôóíêöèè e2πikαzαD íàçûâàþòñÿ âåòâÿìè ôóíêöèè zα â îáëàñòè D.
×èñëî ðàçëè÷íûõ âåòâåé ëèáî ðàâíî q, åñëè α = p

q
∈ Q, ãäå ÷èñëà p è q

âçàèìíî ïðîñòû, ëèáî ñ÷åòíî, åñëè α ∈ C \Q.

Âåðíåìñÿ ê îáëàñòè G = {−π < argw < π} è ðàññìîòðèì ñëó÷àé
α > 0. Èçó÷èì ñâîéñòâà ôóíêöèè f(z) = zα0 , òàê êàê ëþáàÿ âåòâü zα îò-
ëè÷àåòñÿ îò f(z) ìíîæèòåëåì e2πikα, ðàâíûì ïî ìîäóëþ åäèíèöå. Èìååì:

f(z) = |z|αeiα arg z, f ′(z) =
f(z)

z
6= 0, z ∈ G.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå w = f(z) êîíôîðìíî â êàæäîé òî÷êå îáëà-
ñòè G è êîíôîðìíî â ëþáîé ïîäîáëàñòè, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f îäíîëèñò-
íà. Ñòàíäàðòíûì ïðèìåðîì òàêîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ñåêòîð

Sβ1,β2 = {β1 < arg z < β2},

ãäå −π ≤ β1 < β2 ≤ π è α(β2 − β1) ≤ 2π. Åãî îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè
w = f(z) áóäåò ñåêòîð

Sαβ1,αβ2 = {αβ1 < argw < αβ2}.

Îáðàçîì ëó÷à arg z = φ áóäåò ëó÷ argw = αφ, îáðàçîì äóãè {|z| = r, β1 <
arg z < β2} áóäåò äóãà {|w| = rα, αβ1 < argw < αβ2} (ñì. ðèñ. 11.6).
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11.4.3 Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî

Ôóíêöèÿ

λ(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
, z ∈ C (11.19)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî. Îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè.

1. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî êîíôîðìíà âî âñåõ òî÷êàõ èç C çà

èñêëþ÷åíèåì ±1. Âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé ïåðåä îïðåäåëåíèåì 44. Åñëè
z ∈ C \ {0}, òî λ(z) ∈ C, λ′(z) = 1

2

(
1− 1

z2

)
= 0 ⇐⇒ z = ±1.

Êîíôîðìíîñòü λ(z) â òî÷êå a = 0 ðàâíîñèëüíà êîíôîðìíîñòè â òî÷êå
a ôóíêöèè g(z) = 1

λ(z)
= 2z

z2+1
. Òàê êàê g′(0) = 2 6= 0, òî ôóíêöèÿ λ(z)

êîíôîðìíà â ýòîé òî÷êå.
Ïîñêîëüêó λ(z) = λ(z−1), ôóíêöèÿ λ(z) êîíôîðìíà â áåñêîíå÷íîñòè.

2. Îäíîëèñòíîñòü. Òàê êàê λ(z1)− λ(z2) = 1
2
(z1 − z2)

(
1− 1

z1z2

)
ïðè

z1, z2 ∈ C \ {0} è λ(0) = λ(∞), òî ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî îäíîëèñòíà
â îáëàñòè D ⊂ C ⇐⇒ D íå ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî òî÷åê 0 è ∞ è
äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê z1, z2 ∈ C \ {0}, óäîâëåòâîðÿþùèõ z1z2 = 1. Â
ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó îáùåé òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè, îòîáðàæåíèå
w = λ(z) êîíôîðìíî ïåðåâîäèò D íà f(D).

Îáðàçû îêðóæíîñòåé è ëó÷åé ïðè îòîáðàæåíèè w = λ(z).
Ïóñòü z 6= 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëÿðíûì ðàçëîæåíèåì z = reiφ è ïîëî-
æèì w = u+ iv. Òîãäà

u+ iv =
1

2

(
reiφ + r−1e−iφ

)
,

u = u(r, φ) =
r + r−1

2
cosφ, v = v(r, φ) =

r − r−1

2
sinφ. (11.20)

Çàôèêñèðîâàâ r > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàçîì îêðóæíîñòè |z| = r, ïðî-
õîäèìîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, áóäåò:

à) ïðè r > 1 � ýëëèïñ u2

a2r
+ v2

b2r
= 1 ñ ïîëóîñÿìè ar = r+r−1

2
, br = r−r−1

2
,

ïðîõîäèìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïðè ýòîì îáðàçîì ïîëóîêðóæíî-
ñòè, ëåæàùåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè áóäåò ÷àñòü ýëëèïñà, ëåæàùàÿ â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè;

á) ïðè r < 1 � ýëëèïñ u2

a2r
+ v2

b2r
= 1 ñ ïîëóîñÿìè ar = r+r−1

2
, br =

∣∣∣ r−r−1

2

∣∣∣,
ïðîõîäèìûé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïðè ýòîì îáðàçîì ïîëóîêðóæíîñòè, ëå-
æàùåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè áóäåò ÷àñòü ýëëèïñà, ëåæàùàÿ â íèæíåé
ïîëóïëîñêîñòè;
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â) ïðè r = 1 � äâàæäû ïðîõîäèìûé îòðåçîê [−1, 1].
Îòìåòèì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ôóíêöèè Æóêîâñêîãî îêðóæíîñòè |z| =

r 6= 1 è |z| = r−1 ïåðåõîäÿò â îäèí è òîò æå ýëëèïñ, òîëüêî ñ ðàçíîé
îðèåíòàöèåé.

Íàéäåì òåïåðü îáðàç ëó÷à arg z = φ, φ ∈ (−π, π]. Ëó÷ ñ÷èòàåì îðèåí-
òèðîâàííûì ïî âîçðàñòàíèþ r.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé φ ∈ [0, π
2
]. Òîãäà îáðàçîì äàííîãî ëó÷à

áóäåò:
à) ïðè φ = 0 � ëó÷ [1,+∞), ïðîõîäèìûé äâàæäû;
á) ïðè 0 < φ < π

2
� ïðàâàÿ âåòâü ãèïåðáîëû

u2

cos2 φ
− v2

sin2 φ
= 1, (11.21)

îðèåíòèðîâàííàÿ ñíèçó ââåðõ (â ñèëó (11.20), îáðàç ëó÷à arg z = φ ñî-
äåðæèòñÿ â ãèïåðáîëå (11.21), ïðè÷åì u(r, φ) > 0, à v(r, φ) ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò îò −∞ äî +∞, v(r, φ) < 0 ïðè r < 1, v(r, φ) > 0 ïðè r > 1,
v(1, φ) = 0);

â) ïðè φ = π
2
� ìíèìàÿ îñü u = 0, ïðîáåãàåìàÿ ñíèçó ââåðõ (ïîñêîëüêó

u(r, π
2
) = 0, à v(r, π

2
) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò −∞ äî +∞).

Ïîñêîëüêó u(r, π − φ) = −u(r, φ), v(r, π − φ) = v(r, φ), îáðàçîì ëó÷à
arg z = φ áóäåò

ã) ïðè φ ∈ (π
2
, π) � ëåâàÿ âåòâü ãèïåðáîëû (11.21), îðèåíòèðîâàííàÿ

ñíèçó ââåðõ
ä) ïðè φ = π � ëó÷ (−∞,−1], ïðîõîäèìûé äâàæäû.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u(r,−φ) = u(r, φ), v(r,−φ) = −v(r, φ), ïîëó÷àåì, ÷òî

îáðàçû ëó÷åé arg z = ±φ ñîâïàäàþò, òîëüêî äëÿ φ ∈ (−π, 0] îíè áóäóò
îðèåíòèðîâàíû ñâåðõó âíèç.

Îáðàçû îñíîâíûõ îáëàñòåé ïðè îòîáðàæåíèè w = λ(z). Ðàñ-
ñìîòðèì îáëàñòè:

D1 = {z ∈ C : |z| > 1} ∪ {∞} � âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà;
D2 = {|z| < 1} � âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà;
D3 = {Im z > 0} � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü;
D4 = {Im z < 0} � íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü;
D5 = {Im z > 0, |z| > 1};
D6 = {Im z < 0, |z| < 1};
Â ñèëó ïóíêòà 2., â êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî

îäíîëèñòíà, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå w = λ(z) êîíôîðìíî ïåðåâîäèò Dj íà
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Ðèñ. 11.7:

Ðèñ. 11.8:
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Ðèñ. 11.9:

Gj := λ(Dj), 1 ≤ j ≤ 6. Òàê êàê λ(z) = λ
(

1
z

)
è îòîáðàæåíèå z → 1

z

ïåðåâîäèò D1 íà D2, D3 íà D4 è D5 íà D6, òî G1 = G2, G3 = G4, G5 = G6.
×òîáû íàéòè G1, çàïîëíèì D1 ∩ C îêðóæíîñòÿìè |z| = r, r > 1. Èõ

îáðàçàìè áóäóò ýëëèïñû, êîòîðûå çàïîëíÿò C\ [−1, 1] (cì. ðèñ. 11.7). Òàê
êàê λ(∞) =∞, òî G1 = C \ [−1, 1].

×òîáû íàéòè G3, çàïîëíèì D3 ëó÷àìè arg z = φ, 0 < φ < π. Òîãäà
èõ îáðàçû çàïîëíÿò âñþ ïëîñêîñòü w, çà èñêëþ÷åíèåì ëó÷åé (−∞,−1] è
[1,+∞) (ñì. ðèñ. ). Ñëåäîâàòåëüíî, G3 = C \ {(−∞,−1] ∪ [1,+∞)}.

×òîáû íàéòè G5, çàïîëíèì D5 ïîëóîêðóæíîñòÿìè |z| = r, Im z > 0,
r > 1. Èõ îáðàçàìè áóäóò ÷àñòè ýëëèïñîâ, ëåæàùèå â âåðæíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè, êîòîðûå çàïîëíÿò âñþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü (cì. ðèñ. 11.9).
Ñëåäîâàòåëüíî, G5 = {Imw > 0}.

11.4.4 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíê-

öèè

Äàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè óæå ðàññìîòðåííûõ â ýòîé
ãëàâå ôóíêöèé, òàê êàê

ch z =
1

2
(ez + e−z) = λ(ez), sh z =

1

2
(ez − e−z) = −iλ(iez),

cos z =
1

2
(eiz + e−iz) = λ(eiz), sin z =

1

2i
(eiz − e−iz) = −iλ(iez).

Ïîñêîëüêó

tg z =
sin z

cos z
=

1

i

eiz − e−iz

eiz + e−iz
= −ie

2iz − 1

e2iz + 1
,
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Ðèñ. 11.10:

îòîáðàæåíèå w = tg z ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé òðåõ îòîáðàæåíèé:

ζ = 2iz, η = eζ , w = −iη − 1

η + 1
.

Íàéäåì îáðàç ïîëóïîëîñû −π < Re z < 0, Im z > 0 ïðè îòîáðàæåíèè
w = cos z. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì äàííîå îòîáðàæåíèå â âèäå ñóïåðïîçè-
öèè:

ζ = iz, η = eζ , w = λ(η).

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ýòè îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàçîì äàí-
íîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü {Imw > 0} (ñì. ðèñ. 11.10).
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Ãëàâà 12

Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

Îïðåäåëåíèå 49. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå E, ñî-
äåðæàùåìñÿ â îáëàñòè D ⊂ C. Ôóíêöèÿ F ∈ O(D) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f â îáëàñòü D, åñëè

F (z) = f(z) â òî÷êàõ z ∈ E.

Èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé (òåîðåìà 12
ãëàâû 5) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî E èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ëåæà-
ùóþ â îáëàñòè D, òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå E èìååò íå
áîëåå îäíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ â îáëàñòü D.

12.0.1 Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ñõîäÿ-

ùèìñÿ ðÿäîì íà èíòåðâàëå âåùåñòâåííîé ïðÿ-

ìîé

Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

an(x− a)n, ãäå a, an ∈ R, n = 0, 1, . . . . (12.1)

ñ íåíóëåâûì ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R. Òîãäà ðÿä (12.1) ñõîäèòñÿ ê íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå E = (a−R, a+R) (åñëè R =∞, ñ÷èòàåì
E = (−∞,∞)). Ïîëîæèì F (z) =

∑∞
n=0 an(z − a)n. Â ñèëó ãîëîìîðôíî-

ñòè ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà ïîëó÷àåì, ÷òî F ∈ O(UR(a)). Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ F (z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f(x) â
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êðóã UR(a). Òàê, íàïðèìåð, ôóíêöèè ez, cos z, sin z ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèé ex, sinx, cosx ñîîòâåòñòâåííî ñ ïðÿìîé R
íà ïëîñêîñòü C.

Èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâà, ñïðàâåäëèâûå
äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðè äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà x îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è ïðè êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà z.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2 ïðè z1, z2 ∈ C.

Ïðè äåéñòâèòåëüíûõ z1 è z2 ôîðìóëà ñëåäóåò èç ýëåìåíòàðíîé òðèãîíî-
ìåòðèè. Çàôèêñèðîâàâ z1 ∈ R ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðà-
âåíñòâà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè îò ïåðåìåííîé z2, ñîâïàäàþùèìè
ïðè z2 ∈ R. Èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà
ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ z1 è âñåõ êîìïëåêñíûõ z2.

Äàëåå ôèêñèðóåì z2 ∈ C. Òàê êàê îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ öå-
ëûìè ôóíêöèÿìè îò ïåðåìåííîé z1, ñîâïàäàþùèìè ïðè z1 ∈ R, òî, ïî
òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ
êîìïëåêñíûõ z1, z2.

12.1 Ëåììà î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè,

ïðèíöèï ñèììåòðèè è åãî ïðèìåíåíèå

äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíôîðìíûõ îòîáðàæå-

íèé

Ëåììà 9 (Ëåììà î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè). Ïóñòü îáëàñòü D ⊂ C
èìååò âèä D = D1∪γ∪D2, ãäå D1 è D2 � îáëàñòè, ëåæàùèå â âåðõíåé
è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî, à γ � èíòåðâàë (êîíå÷íûé
èëè áåñêîíå÷íûé) äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 12.1). Òîãäà, åñëè
ôóíêöèè fj ∈ O(Dj)∩C(Dj ∪ γ), j = 1, 2 ñîâïàäàþò â òî÷êàõ êðèâîé γ,
òî ôóíêöèÿ

F (z) =

{
f1(z), z ∈ D1 ∪ γ,
f2(z), z ∈ D2

(12.2)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèé f1 è f2 â îáëàñòü D.
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Ðèñ. 12.1:

Ðèñ. 12.2:

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî ïîêàçàòü ãîëîìîðôíîñòü ôóíêöèè F (z) â
îáëàñòè D. Ïî óñëîâèþ (12.2), ôóíêöèÿ F (z) íåïðåðûâíà â D è ãîëî-
ìîðôíà íà îáúåäèíåíèè D1 ∪D2. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà â òî÷êàõ èíòåðâàëà γ. Ïóñòü z0 ∈ γ. Òàê êàê D ÿâ-
ëÿåòñÿ îáëàñòüþ, òî ñóùåñòâóåò Ur(z0) b D. Ïîëîæèì Uj = Ur(z0) ∩Dj,
j = 1, 2. Òàê êàê F ∈ C(∂Ur(z0)) òî âûðàæåíèå

Φ(z) =
1

2πi

∫
∂Ur(z0)

F (ξ)

ξ − z
dξ

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè, ñëåäîâàòåëüíî, Φ ∈ O(Ur(z0)). Ïóñòü
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z ∈ U1 ∪ U2. Äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ èíòåãðàë ïî îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû ïî-
ëóêðóãîâ U1 è U2 (ñì. ðèñ. 12.2), ïîëó÷àåì

Φ(z) =
1

2πi

∫
∂U1

F (ξ)

ξ − z
dξ +

1

2πi

∫
∂U2

F (ξ)

ξ − z
dξ.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåíèÿìè èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè (çàìå÷à-
íèå 5) è èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè (çàìå÷àíèå 3). Òîãäà ïðè z ∈ U1

èìååì:
1

2πi

∫
∂U1

F (ξ)

ξ − z
dξ = F (z),

ïîñêîëüêó z ∈ U1, F ∈ O(U1) ∩ C(U1);

1

2πi

∫
∂U2

F (ξ)

ξ − z
dξ = 0,

ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ãîëîìîðôíî â îáëàñòè U2 è íåïðå-
ðûâíî â U2.

Òàêèì îáðàçîì, Φ(z) = F (z) + 0 = F (z) â òî÷êàõ ïîëóêðóãà U1. Àíà-
ëîãè÷íî Φ(z) = F (z) â òî÷êàõ ïîëóêðóãà U2. Òàê êàê F ∈ C(Ur(z0)), òî
Φ(z) = F (z) è íà îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû U1 è U2. Çíà÷èò F (z) = Φ(z)
âñþäó â Ur(z0) è F ∈ O(Ur(z0)). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè z0 ∈ γ
ïîëó÷àåì, ÷òî F ãîëîìîðôíà âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà γ.

Çàìå÷àíèå 20. Â ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè ìíîæåñòâî γ ìîæåò áûòü
ëþáûì èíòåðâàëîì (íå îáÿçàòåëüíî ëåæàùåì íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé)
è äàæå êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé, äåëÿùåé îáëàñòü D íà äâå îáëàñòè D1

è D2.

Ïðåäëîæåíèå 55 (Ïðèíöèï ñèììåòðèè). Ïóñòü îáëàñòè D, D1, D2 è
èíòåðâàë γ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 9, ïðè÷åì îáëàñòè D1 è
D2 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f ∈
O(D1) ∩C(D1 ∪ γ) ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà èíòåðâàëå
γ, òî ôóíêöèÿ

F (z) =

{
f(z), z ∈ D1 ∪ γ,
f(z̄), z ∈ D2

(12.3)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f(z) â îáëàñòü D.
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Ðèñ. 12.3:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, ôóíêöèÿ f(z̄) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå
D2 ∪ γ è ñîâïàäàåò ñ f(z) â òî÷êàõ èíòåðâàëà γ. Ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû
9, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî F ∈ O(D2). Ïóñòü z0 ∈ D2. Òàê êàê ôóíêöèÿ
f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ζ0 = z̄0, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Uδ(ζ0)
òî÷êè ζ0 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(ζ)− f(ζ0) = f ′(ζ0)(ζ − ζ0) + o(|ζ − ζ0|). (12.4)

Ïîäñòàâèì ζ = z̄ â (12.4). Òàê êàê |ζ − ζ0| = |z− z0|, â êðóãå Uδ(z0) èìååì

f(z̄)− f(z̄0) = f ′(z̄0)(z̄ − z̄0) + o(|z − z0|).

Áåðÿ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

F (z)− F (z0) = f ′(z̄0)(z − z0) + o(|z − z0|).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F (z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 è èìååò ïðî-
èçâîäíóþ F ′(z0) = f ′(z̄0). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè z0, â òî÷êàõ
z ∈ D2 èìååì F ′(z) = f ′(z̄), çíà÷èò F ′(z) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D2.
Òåì ñàìûì F ∈ O(D2).

Ñëåäñòâèå 21. Ïóñòü îáëàñòè D, D1, D2 è èíòåðâàë γ ëåæàò â ïëîñ-
êîñòè z, îáëàñòè G, G1, G2 è èíòåðâàë Γ ëåæàò â ïëîñêîñòè w, ïðè-
÷åì:
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Ðèñ. 12.4:

1) D1 ⊂ {Im z > 0}, γ ëåæèò íà îñè x, D2 ñèììåòðè÷íà D1 îòíî-
ñèòåëüíî îñè x, D = D1 ∪ γ ∪D2;

2) G1 ⊂ {Imw > 0}, Γ ëåæèò íà îñè u, G2 ñèììåòðè÷íà G1 îòíî-
ñèòåëüíî îñè u, G = G1 ∪ Γ ∪G2.

Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f ∈ O(D1) ∩ C(D1 ∪ γ) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò
D1 íà G1 è áèåêòèâíî ïåðåâîäèò γ íà Γ, òî ôóíêöèÿ F (z), îïðåäåëåííàÿ
â (12.3) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò D íà G (ñì. ðèñ. 12.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðèíöèïà ñèììåòðèè, F ∈ O(D). Ïî ïîñòðîå-
íèþ ôóíêöèÿ F îäíîëèñòíà â D è F (D) = G. Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ
48 ïîëó÷àåì, ÷òî F êîíôîðìíî îòîáðàæàåò D íà G.

Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñèììåòðèè êîíôîðìíî îòîáðà-
çèòü îáëàñòü D = C \ {[−3,+∞) ∪ [−4i, 4i]} (cì. ðèñ. 12.4) íà âåðõ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü. Ïóñòü D1 � ÷àñòü îáëàñòè D, ëåæàùàÿ â âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè, D2 � îáëàñòü, ñèììåòðè÷íàÿ D1 îòíîñèòåëüíî îñè
x. Ïóñòü γ = (−∞,−3). Ïîìåòèì �êðåñòèêîì� òî÷êè, ëåæàùèå âáëè-
çè èíòåðâàëà γ è áóäåì âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà èõ îáðàçàìè ïðè âû-
ïîëíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Ôóíêöèÿ w1 =
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Ðèñ. 12.5:
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φ(z) = z2 êîíôîðìíî îòîáðàæàåò D1 íà îáëàñòü Ω, ðàâíóþ âñåé ïëîñêî-
ñòè w1 áåç ëó÷à [−16,+∞), ïðè ýòîì γ áèåêòèâíî îòîáðàçèòñÿ íà èíòåð-
âàë γ1 = (9,+∞), îáðàçû òî÷åê, ïîìå÷åííûõ �êðåñòèêîì� ïîïàäóò â íèæ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü (cì. ðèñ. 12.5). Ôóíêöèÿ w2 = ψ(w1) =

√
(w1 + 16) :=√

|w1 + 16|ei
arg(w1+16)

2 , 0 < arg(w1 + 16) < 2π ãîëîìîðôíà â Ω, êîíôîðìíî
îòîáðàæàåò Ω íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü è îáðàçû òî÷åê, ïîìå÷åííûõ
�êðåñòèêîì� ëåæàò âáëèçè èíòåðâàëà (−∞,−5).

Ïîëîæèì f(z) = ψ(φ(z)). Ïðèìåíèâ ñëåäñòâèå 21, ïîëó÷àåì, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå w2 = F (z), ãäå

F (z) =

{
f(z), z ∈ D1 ∪ γ,
f(z̄), z ∈ D2

êîíôîðìíî ïåðåâîäèò îáëàñòüD íà âñþ ïëîñêîñòü w2 áåç ëó÷à [−5,+∞)
(â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 21, G1 è G2 � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòè
w2 ñîîòâåòñòâåííî). Äàëåå îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü îòîáðàæåíèå

w = χ(w2) =
√
w2 + 5 :=

√
|w2 + 5|ei

arg(w2+5)
2 , 0 < arg(w2 + 5) < 2π.

12.2 Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå Ã-ôóíêöèè

Â íà÷àëå ýòîé ãëàâû ìû ðàññìîòðåëè àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíê-
öèè, ÿâëÿþùåéñÿ ñóììîé ñòåïåííîãî ðÿäà íà èíòåðâàëå äåéñòâèòåëüíîé
ïðÿìîé, â êðóã ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì àíàëè-
òè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ãàììà-ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé ðàíåå â êóðñå ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èíòåãðàëîì, çàâèñÿùèì îò äåéñòâèòåëüíîãî ïà-
ðàìåòðà x:

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt. (12.5)

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàë (12.5) ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå 0 < x < +∞.
Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 10 (Ãîëîìîðôíàÿ çàâèñèìîñòü èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðà). Ïóñòü
[a, b] � îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé, D � îáëàñòü â C, à ôóíêöèÿ
φ(t, z) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [a, b] × D è ãîëîìîðôíà ïî z ∈ D äëÿ
êàæäîãî t ∈ [0, 1]. Òîãäà ôóíêöèÿ

f(z) =

∫ b

a

φ(t, z)dt
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ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî f ∈ C(D). Äëÿ ýòîãî äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè ëþ-
áîé òî÷êè z0 ∈ D. Ðàññìîòðèì êðóã Ur(z0) b D. Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ
φ(t, z) íåïðåðûâíà (ñëåäîâàòåëüíî, è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà) íà êîì-
ïàêòå [a, b]×Ur(z0). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ ∈ (0, r),
÷òî äëÿ âñåõ z1, z2 ∈ Ur(z0) òàêèõ, ÷òî |z1 − z2| < δ è äëÿ âñåõ t ∈ [a, b]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |φ(t, z1)− φ(t, z2)| < ε

b−a . Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ z1

è z2 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|f(z1)− f(z2)| =
∣∣∣∣∫ b

a

(φ(t, z1)− φ(t, z2)) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|φ(t, z1)− φ(t, z2)| dt < ε.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(z) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà (ñëåäîâàòåëüíî,
íåïðåðûâíà) â Ur(z0).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè D âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ìîðåðû (òåîðåìà 8 ãëàâû 4). Òàê êàê f ∈ C(D),
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë

∫
∂∆
f(ξ)dξ = 0 ïî ãðàíèöå ëþáîãî

òðåóãîëüíèêà ∆ b D. Èìååì:∫
∂∆

f(ξ)dξ =

∫
∂∆

∫ b

a

φ(t, ξ)dtdξ =

∫ b

a

∫
∂∆

φ(t, ξ)dξdt =

∫ b

a

0dt = 0.

Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôóáèíè: ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ φ(t, z) íåïðåðûâíà íà [a, b] × ∂∆, ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè
ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Òðåòüå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîé òåî-
ðåìû Êîøè:

∫
∂∆
φ(t, ξ)dξ = 0.

Âåðíåìñÿ ê Ã-ôóíêöèè. Ïîêàæåì, ÷òî Γ(x) äîïóñêàåò ìåðîìîðôíîå
ïðîäîëæåíèå íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Ïðåäñòàâèì Γ(x) ïðè x > 0
â âèäå ñóììû

Γ(x) = I1(x) + I2(x), I1(x) =

∫ 1

0

tx−1e−tdt, I2(x) =

∫ +∞

1

tx−1e−tdt

è îñóùåñòâèì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå êàæäîãî èç äâóõ ñëàãàåìûõ.
Ïîëîæèì

tz−1 := e(z−1) ln t, t > 0.

Òàê çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ tx−1 äëÿ z = x ∈ R, íåïðåðûâíà íà
ìíîæåñòâå 0 < t < +∞, z ∈ C è ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî
ïàðàìåòðà z ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t > 0.
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Ëåììà 11. Ôóíêöèÿ I2(x) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ äî öåëîé ôóíê-
öèè

I2(z) =

∫ +∞

1

tz−1e−tdt. (12.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (12.6) ñîâïàäàåò ñ I2(x) ïðè z =
x ∈ R, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ I2(z) ÿâëÿåòñÿ öåëîé. Òàê êàê

|tz−1| = eRe((z−1) ln t) = e(x−1) ln t = tx−1

è èíòåãðàë
∫ +∞

1
tx−1e−tdt ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ R, òî â êàæäîé òî÷êå

z ∈ C èíòåãðàë (12.6) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî1. Ïîýòîìó ðÿä

∞∑
n=1

fn(z), fn(z) =

∫ n+1

n

tz−1e−tdt (12.7)

ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå z ∈ C ê I2(z). Â ñèëó ëåììû 10, âñå ÷ëåíû ýòîãî
ðÿäà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (12.7) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ âíóòðè C. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü V b C. Òîãäà V îãðàíè÷åíî, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êðóã
UR(0), ñîäåðæàùèé V . Òåì ñàìûì äëÿ ëþáûõ t ≥ 1 è z ∈ V ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ∣∣tz−1e−t

∣∣ = tx−1e−t ≤ tR−1e−t.

Ïîýòîìó

sup
z∈V
|I2(z)−

n∑
j=1

fj(z)| = sup
z∈V

∣∣∣∣∫ +∞

n+1

tz−1e−tdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

n+1

tR−1e−tdt→ 0

ïðè n → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (12.7) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê I2(z) íà
ìíîæåñòâå V . Ïîñêîëüêó V ïðîèçâîëüíî, ðÿä (12.7) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ
ê I2(z) âíóòðè C. Òàê êàê âñå ÷ëåíû ðÿäà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿ-
ìè, òî èç ïåðâîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ðÿäàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ I2(z) öåëàÿ.

Ëåììà 12. Ôóíêöèÿ I1(x) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíêöèè

I1(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ z)
, (12.8)

1Ñõîäèìîñòü
∫ +∞
1

tx−1e−tdt ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ tx−1e−t íåïðåðûâíà ïî

t ïðè t ≥ 1 è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t (t ≥ t(x) ≥ 1) íå ïðåâîñõîäèò e−
t
2

148



ãîëîìîðôíîé âñþäó â C çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê 0, −1, . . . , â êîòîðûõ îíà
èìååò ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì

res−n I1(z) =
(−1)n

n!
, n = 0, 1 . . . . (12.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì x > 0. Òîãäà

I1(x) =

∫ 1

0

tx−1dt+

∫ 1

0

tx−1(e−t − 1)dt =
1

x
+

∫ 1

0

tx−1(e−t − 1)dt. (12.10)

Çàïèøåì â âèäå ðÿäà ñàìîå ïðàâîå ñëàãàåìîå â (12.10). Èñïîëüçóÿ ðàç-

ëîæåíèå e−t − 1 =
∑∞

n=1
(−1)n

n!
tn, ïîëó÷àåì

tx−1(e−t − 1) =
∞∑
n=1

(−1)n

n!
tn+x−1. (12.11)

Òàê êàê ∣∣∣∣(−1)n

n!
tn+x−1

∣∣∣∣ ≤ 1

n!
, ïðè t ∈ [0, 1], x > 0, n ∈ N,

è ðÿä
∑∞

n=1
1
n!
ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (12.11) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî (îòíîñèòåëü-

íî t) íà îòðåçêå [0, 1] ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà. Ïîýòîìó âîçìîæíî
ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå∫ 1

0

tx−1(e−t − 1)dt =

∫ 1

0

∞∑
n=1

(−1)n

n!
tn+x−1dt =

=
∞∑
n=1

∫ 1

0

(−1)n

n!
tn+x−1dt ==

∞∑
n=1

(−1)n

n!(n+ x)
.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûé ðÿä â (12.10), ïîëó÷àåì

I1(x) =
1

x
+
∞∑
n=1

(−1)n

n!(n+ x)
=
∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ x)
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ I1(z), îïðåäåëåííàÿ â (12.8), ñîâïàäàåò ñ I1(x)
ïðè z = x > 0.

149



Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî I1(z) ãîëîìîðôíà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê 0, −1, . . . , â êîòîðûõ ó íåå ïîëþñà ïåðâî-
ãî ïîðÿäêà è ñ âû÷åòàìè êàê â (12.9). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êðóã
UN+ 1

2
(0), N ∈ N. Ðÿä

∞∑
n=N+1

(−1)n

n!(n+ z)
.

ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â äàííîì êðóãå è ñõîäèòñÿ â íåì ðàâ-
íîìåðíî, ïîñêîëüêó ïðè z ∈ UN+ 1

2
(0) è n ≥ N + 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|n+ z| ≥ n− |z| > N + 1−
(
N +

1

2

)
=

1

2
,

∣∣∣∣ (−1)n

n!(n+ z)

∣∣∣∣ ≤ 2

n!
.

Ïîýòîìó, â ñèëó ïåðâîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, åãî ñóììà

g(z) =
∞∑

n=N+1

(−1)n

n!(n+ z)

ãîëîìîðôíà â êðóãå UN+ 1
2
(0).

Ôóíêöèÿ

h(z) =
N∑
n=0

(−1)n

n!(n+ z)
.

ãîëîìîðôíà âñþäó â êðóãå UN+ 1
2
(0) çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê 0, −1, . . . ,

−N , â êîòîðûõ îíà èìååò ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì

res−n g(z) = lim
z→−n

(z + n)g(z) =
(−1)n

n!
, 0 ≤ n ≤ N.

Òàê êàê I1(z) = g(z) + h(z), òî ôóíêöèÿ I1(z) òîæå ãîëîìîðôíà âñþäó â
êðóãå UN+ 1

2
(0) çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê 0, −1, . . . , −N , â êîòîðûõ îíà èìååò

ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà è â ýòèõ òî÷êàõ âû÷åòû ôóíêöèé I1(z) è h(z)
ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî (12.9). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
N ∈ N, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåíÿÿ ëåììû 11 è 12, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 22. Ôóíêöèÿ Γ(x) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ ñ èíòåðâà-
ëà (0,+∞) äî ìåðîìîðôíîé íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèè

Γ(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ z)
+

∫ +∞

1

tz−1e−tdt

150



c ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ 0, −1, . . . , ïðè÷åì

res−n Γ(z) =
(−1)n

n!
, n = 0, 1 . . . .
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