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Àííîòàöèÿ

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ, èçó÷àþùèõ ÷èñëîâûå è ôóíêöè-
îíàëüíûå ðÿäû, à òàêæå äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé, âåäóùèõ ïðàêòè÷åñêèå çà-
íÿòèÿ ïî ýòîìó ðàçäåëó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ïåðâîé ãëàâå ñî-
äåðæàòñÿ íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ: ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ
óòâåðæäåíèé è èçó÷åíèå îñíîâíûõ ðÿäîâ, èñïîëüçóÿ êîòîðûå è ñòðîèòñÿ
áîëüøàÿ ÷àñòü çàäà÷. Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç 20 âàðèàíòîâ êîíòðîëü-
íûõ ðàáîò, íåìíîãî ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî ñëîæíîñòè. Òðåòüÿ ãëàâà ñîäåð-
æèò ðåøåíèå òåõ çàäà÷ èç âàðèàíòîâ, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ èç ãîäà â ãîä
äîïóñêàþòñÿ îäíè è òå æå îøèáêè. ×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îòâåòû ê
çàäà÷àì èç âòîðîé ãëàâû.
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Ãëàâà 1

Íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå

ñâåäåíèÿ.

1.1 Îïðåäåëåíèå ÷èñëîâîãî ðÿäà, íåîáõîäè-

ìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè, êðèòåðèé Êîøè.

×èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

∞∑
n=1

an, (1.1)

ãäå an � ÷èñëà, íàçûâàåìûå ÷ëåíàìè ðÿäà. Âåëè÷èíû Sn =
∑n

k=1 ak,
n ∈ N íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà (1.1). Åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {Sn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó S, òî ðÿä (1.1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ,
÷èñëî S íàçûâàþò åãî ñóììîé è ïèøóò S =

∑∞
n=1 an. Åñëè æå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {Sn} íå ñõîäèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó, òî ðÿä (1.1) íàçûâàåòñÿ
ðàñõîäÿùèìñÿ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ
ðÿäà íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü.

Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè. Åñëè ðÿäû
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn ñõîäÿòñÿ è λ, µ
� ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, òî ðÿä

∑∞
n=1(λan + µbn) ñõîäèòñÿ è ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî
∞∑
n=1

(λan + µbn) = λ

∞∑
n=1

an + µ

∞∑
n=1

bn.
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ è ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Åñëè ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ,
òî limn→∞ an = 0.

Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ðÿä (1.1) ñõîäèòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N ∈ N òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáûõ n ≥ N è p ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|an+1 + · · ·+ an+p| < ε.

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ

∑∞
n=1 b1q

n−1, b1 6= 0.
Ðåøåíèå. Ïðè |q| ≥ 1 íàðóøàåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè

ðÿäà, ïîñêîëüêó |b1qn−1| ≥ |b1| > 0.
Ïðè |q| < 1 èìååì Sn =

∑n
k=1 b1q

k−1 = b1
1−qn
1−q , limn→∞ Sn = b1

1−q , òàêèì

îáðàçîì ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |q| < 1.
Îòâåò. Ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |q| < 1, ïðè ýòîì

ñóììà ðÿäà ðàâíà b1
1−q .

Çàìå÷àíèå. Â ïðèìåðå 1 ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè. Îäíàêî ýòî óñëîâèå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì â îáùåì ñëó÷àå (ñì. ïðèìåð 2 íèæå).

Ïðèìåð 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∑∞

n=1
1
n
ðàñõîäèò-

ñÿ, õîòÿ äëÿ íåãî âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.
Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó

limn→∞
1
n
= 0.

Ðàñõîäèìîñòü ðÿäà ñëåäóåò èç îòðèöàíèÿ êðèòåðèÿ Êîøè. Äåéñòâè-
òåëüíî, áåðÿ ε = 1

2
è äëÿ ëþáîãî N ∈ N ïîëàãàÿ n = p = N , èìååì

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

n+ p
≥ p

n+ p
=

1

2
= ε.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ñóììà âûøå ñîäåðæèò p ñëàãàåìûõ, ìèíè-
ìàëüíîå èç êîòîðûõ ðàâíî p

n+p
.
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1.2 Ðÿäû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷ëåíàìè, ïðè-

çíàêè ñðàâíåíèÿ, Äàëàìáåðà, Êîøè, Ðà-

àáå, Ãàóññà, èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõî-

äèìîñòè.

Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0 ∈ N, âû-
ïîëíÿåòñÿ îöåíêà 0 ≤ an ≤ bn. Òîãäà èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1 bn ñëåäóåò

ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 an, èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 an ñëåäóåò ðàñõî-
äèìîñòü ðÿäà

∑∞
n=1 bn.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ÷èñëà an, bn ïîëîæèòåëüíû íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
n0 ∈ N è

lim
n→∞

an
bn

= c 6= 0, (1.2)

òî åñòü an ∼ cbn, òî ðÿäû
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ
îäíîâðåìåííî.

Çàìå÷àíèå. Èç ñëåäñòâèÿ âûøå ïîëó÷àåì, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ðÿäû
c ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Ïóñòü an > 0 äëÿ âñåõ n è ñóùåñòâóåò ïðåäåë
limn→∞

an+1

an
= q. Òîãäà ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ ïðè q < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè

q > 1.
Ïðèçíàê Êîøè (ðàäèêàëüíûé). Ïóñòü an ≥ 0 è ñóùåñòâóåò ïðå-

äåë limn→∞ n
√
an = q. Òîãäà ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ ïðè q < 1 è ðàñõîäèòñÿ

ïðè q > 1.
Ïðèçíàê Ðààáå. Ïóñòü äëÿ ðÿäà

∑∞
n=1 an ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíà-

ìè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= p.

Òîãäà ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, åñëè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ, åñëè p < 1.
Ïðèçíàê Ãàóññà. Ïóñòü äëÿ ðÿäà

∑∞
n=1 an îòíîøåíèå an

an+1
ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

an
an+1

= λ+
µ

n
+

γn
n1+ε

,

ãäå ε > 0, λ, µ � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γn} îãðà-
íè÷åíà ( òî åñòü γn

n1+ε = O
(

1
n1+ε

)
).
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Òîãäà ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ ïðè λ > 1 èëè ïðè λ = 1, µ > 1 è
ðàñõîäèòñÿ ïðè λ < 1 èëè λ = 1, µ ≤ 1.

Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè. Ïóñòü f(x) � ïîëîæèòåëü-
íàÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîìóæóòêå [m,+∞) äëÿ íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî m. Òîãäà ðÿä

∑∞
n=m f(n) è èíòåãðàë

∫∞
m
f(x)dx ñõî-

äÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü îáîáùåííûé ãàðìîíè-

÷åñêèé ðÿä
∑∞

n=1
1
np
.

Ïðè p ≤ 0 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, èáî íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõî-
äèìîñòè, 1

np
≥ 1. Ïðè p > 0 ôóíêöèÿ f(x) = 1

xp
� ïîëîæèòåëüíàÿ è ìîíî-

òîííî óáûâàþùàÿ íà ëó÷å [0,+∞), òåì ñàìûì, ñîãëàñíî èíòåãðàëüíîìó
ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè, ðÿä ñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ èíòåãðàëîì

∫∞
1

1
xp
dx,

êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñõîäèòñÿ ⇐⇒ p > 1.
Îòâåò. Ðÿä ñõîäèòñÿ ⇐⇒ p > 1.
Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=2

1
na lnb n

.

Ïîëîæèì an = 1
na lnb n

.
Ïðè b = 0 ðÿä

∑∞
n=2 an ñõîäèòñÿ ïðè a > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè a ≤ 1

ñîãëàñíî ïðèìåðó âûøå.
Ïóñòü b 6= 0. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî δ > 0 ïðåäåë limx→∞

lnx
xδ

= 0, òî
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0(δ) ≥ 2 èìååì

1

na+|b|δ
≤ 1

na ln|b| n
≤ an ≤

ln|b| n

na
≤ 1

na−|b|δ
.

Åñëè a > 1, òî ÷èñëî p = a− |b|δ > 1 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ. Ïîñêîëü-
êó ðÿä

∑∞
n=1

1
np

ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑∞

n=2 an òàêæå ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó
ñðàâíåíèÿ.

Åñëè a < 1, òî ÷èñëî p = a + |b|δ < 1 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ.
Ïîñêîëüêó ðÿä

∑∞
n=1

1
np

ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑∞

n=2 an òàêæå ðàñõîäèòñÿ ïî
ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ.

Åñëè a = 1, òî ïðè b ≤ 0 èìååì an ≥ 1
n
, ïîýòîìó ðÿä

∑∞
n=2 an ðàñõî-

äèòñÿ. Ïðè b > 0, ÷èñëà an ïîëîæèòåëüíû è ìîíîòîííî óáûâàþò, ñëåäî-
âàòåëüíî ðÿä

∑∞
n=2 an ñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ èíòåãðàëîì

∫∞
2

dx
x lnb x

=∫∞
ln 2

dt
tb
, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïðè b > 1.

Îòâåò. Ïðè a > 1 ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì b, ïðè a < 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ
ïðè ëþáîì b, ïðè a = 1 ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè b > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè b ≤ 1.
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1.3 Ðÿäû ñ ÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà, àá-

ñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü, ïðèçíà-

êè Ëåéáíèöà, Äèðèõëå-Àáåëÿ.

Ðÿä
∑∞

n=1 an íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðÿä
∑∞

n=1 |an| ñõî-
äèòñÿ. Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ñõîäÿòñÿ.

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî åãî íàçûâàþò ñõî-
äÿùèìñÿ óñëîâíî.

Ïðèçíàê Ëåéáíèöà. Ïóñòü ÷èñëà pn ïîëîæèòåëüíû è ìîíîòîííî
ñõîäÿòñÿ ê íóëþ. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1pn = p1 − p2 + p3 − p4 + . . .

ñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)n−1

np
.

Ðåøåíèå. Ïðè p ≤ 0 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê íàðóøåíî íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè. Ïðè p > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1

np
ìîíîòîííî

ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà.
Ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ⇐⇒ p > 1 (ñì. ïðèìåð 3).
Îòâåò. Ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè p > 1, óñëîâíî ïðè p ∈ (0, 1] è

ðàñõîäèòñÿ ïðè p ≤ 0.
Ïðèçíàê Äèðèõëå-Àáåëÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.Äëÿ ñõî-

äèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 anbn äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîé èç äâóõ ïàð óñëî-
âèé:

I. à) ÷àñòè÷íûå ñóììû {
∑n

k=1 ak} ðÿäà
∑∞

n=1 an îãðàíè÷åíû â ñîâî-
êóïíîñòè, á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

II. à) ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ, á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ìîíîòîííà è
îãðàíè÷åíà.

Ïðèìåð 6. Ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn =
∑n

k=1 ak
â ñëó÷àÿõ:

a) an = (−1)
n(n−1)

2 ;
b) an = sinnx, x ∈ [0, 2π);
c) an = cosnx, x ∈ (0, 2π);
d) an = (−1)n sinnx, x ∈ (−π, π];
e) an = (−1)n cosnx, x ∈ (−π, π).
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Â ñëó÷àå a) a4n+1 = a4n+4 = 1, a4n+2 = a4n+3 = −1, n ∈ {0 ∪ N} .
Ïîýòîìó Sn ∈ {1,−1, 0}, ñëåäîâàòåëüíî |Sn| ≤ 1.

Â ñëó÷àå b) ïðè x = 0 âñå Sn = 0.
Åñëè æå x 6= 0, òî sin(x/2) 6= 0, ïîýòîìó

Sn =
n∑
k=1

2 sin kx sin(x/2)

2 sin(x/2)
=

n∑
k=1

(cos(k − 1/2)x− cos(k + 1/2)x)

2 sin(x/2)
=

=
cos(x/2)− cos(n+ 1/2)x

2 sin(x/2)
.

Òàêèì îáðàçîì |Sn| ≤ 1
sin(x/2)

äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ïðè x ∈ (0, 2π).

Â ñëó÷àå ñ) sin(x/2) 6= 0, ïîýòîìó

Sn =
n∑
k=1

2 cos kx sin(x/2)

2 sin(x/2)
=

n∑
k=1

(sin(k + 1/2)x− sin(k − 1/2)x)

2 sin(x/2)
=

=
sin(n+ 1/2)x− sin(x/2)

2 sin(x/2)
.

Òàêèì îáðàçîì |Sn| ≤ 1
sin(x/2)

äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ïðè x ∈ (0, 2π).

Â ñëó÷àå d) ïðè x = π âñå Sn = 0. Åñëè æå x 6= π, òî ïðè y =
x + π èìååì sin(y/2) = cos(x/2) 6= 0. Òàê êàê sin ky = (−1)k sin kx, òî
Sn =

∑n
k=1(−1)k sin kx =

∑n
k=1 sin ky. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî b), ïîëó÷à-

åì |Sn| ≤ 1
sin(y/2)

= 1
cos(x/2)

.

Â ñëó÷àå e) êàê è â ñëó÷àå d) ïîëàãàåì y = x + π. Äàëåå ðàññóæäàÿ
àíàëîãè÷íî c), ïîëó÷àåì |Sn| ≤ 1

cos(x/2)
.

Îòâåò à) |Sn| ≤ 1, b) åñëè x = 0, òî Sn = 0, åñëè x ∈ (0, 2π), òî
|Sn| ≤ 1

sin(x/2)
, ñ) |Sn| ≤ 1

sin(x/2)
, d) åñëè x = π, òî Sn = 0, åñëè x 6= π, òî

|Sn| ≤ 1
cos(x/2)

, e) |Sn| ≤ 1
cos(x/2)

.
Ïðèìåð 7. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü ðÿäû
∑∞

n=1
sinnx
np

,
∑∞

n=1
cosnx
np

, x ∈ (0, 2π)
1) Ïðè x = π èìååì sinnx = 0, cosnx = (−1)n, ïîýòîìó ïåðâûé èç

ðÿäîâ ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ ëþáîãî p, âòîðîé ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè
p > 1 è óñëîâíî ïðè p ∈ (0, 1] (ñì. ïðèìåð 5).

2) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x ∈ (0, π)∪ (π, 2π). Ïóñòü p ≤ 0. Òàê êàê x 6= π,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sinnx}, {cosnx} íå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó îáà
ðÿäà ðàñõîäÿòñÿ, òàê êàê íå âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè.
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Ïóñòü p > 0. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâû îöåíêè
|
∑n

k=1 sin kx| ≤
1

sin(x/2)
, |
∑n

k=1 cos kx| ≤
1

sin(x/2)
(ñì. ïðèìåð 6), à ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü 1
np

ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ, òàê
êàê äëÿ íèõ âûïîëíåíà ïåðâàÿ ïàðà óñëîâèé ïðèçíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ.

Èññëåäóåì îáà ðÿäà íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü. Åñëè p > 1, òî òàê
êàê | sinnx|

np
≤ 1

np
, | cosnx|

np
≤ 1

np
, à ðÿä

∑∞
n=1

1
np

ñõîäèòñÿ (ñì. ïðèìåð 3),
ïîëó÷àåì, ÷òî îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî.

Åñëè æå p ∈ (0, 1], òî èç îöåíîê

| sinnx| ≥ sin2nx =
1− cos 2nx

2
, | cosnx| ≥ cos2nx =

1 + cos 2nx

2
,

ïîëó÷àåì:

| sinnx|
np

≥ 1

2np
− cos 2nx

2np
,
| cosnx|
np

≥ 1

2np
+

cos 2nx

2np
. (1.3)

Òàê êàê sinx 6= 0, òî, çàìåíÿÿ â ðàññóæäåíèÿõ âûøå x íà 2x, ïîëó÷àåì
÷òî ðÿä

∑∞
n=1

cos 2nx
2np

ñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó ðÿä
∑∞

n=1
1
np

ðàñõîäèòñÿ, òî îáà
èñõîäíûõ ðÿäà àáñîëþòíî ðàñõîäÿòñÿ.

Îòâåò. Ïðè x = π ïåðâûé èç ðÿäîâ ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ ëþáîãî
p, âòîðîé ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè p > 1 è óñëîâíî ïðè p ∈ (0, 1]. Ïðè
x ∈ (0, π)∪ (π, 2π) îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî ïðè p > 1 è óñëîâíî ïðè
p ∈ (0, 1].

1.4 Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

∞∏
n=1

pn. (1.4)

Âåëè÷èíû Pn =
∏n

k=1 pk, n ∈ N íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ïðîèçâåäåíè-
ÿìè. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pn} ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó P 6= 0, òî ïðîèç-
âåäåíèå (1.4) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, ÷èñëî P íàçûâàþò åãî çíà÷åíèåì
è ïèøóò P =

∏∞
n=1 pn. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pn} íå ñõîäèòñÿ ê êî-

íå÷íîìó ïðåäåëó, èëè ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òî ïðîèçâåäåíèå (1.4) íàçûâàåòñÿ
ðàñõîäÿùèìñÿ.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ìíîæèòåëè â áåñêîíå÷íîì ïðîèçâåäåíèè (1.4)
îòëè÷íû îò íóëÿ.

8



Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ. Åñëè ïðîèçâåäåíèå (1.4) ñõîäèòñÿ, òî limn→∞ pn = 1.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ìíîæèòåëè â áåñêîíå÷íîì ïðîèçâåäåíèè (1.4)
ïîëîæèòåëüíû.

Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Áåñêîíå÷-
íîå ïðîèçâåäåíèå (1.4) â êîòîðîì âñå ìíîæèòåëè ïîëîæèòåëüíû, ñõîäèò-
ñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

ln pn. (1.5)

Ïîñêîëüêó ó ñõîäÿùèõñÿ áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé îáùèé ìíîæè-
òåëü ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, áóäåì çàïèñûâàòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
â âèäå

∞∏
n=1

(1 + un). (1.6)

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî un > −1 äëÿ âñåõ
íàòóðàëüíûõ n.

Åñëè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0, âñå ÷èñëà un â ïðîèçâåäåíèè
(1.6) îäíîãî çíàêà (òî åñòü ëèáî âñå íåîòðèöàòåëüíû, ëèáî âñå íåïîëîæè-
òåëüíû), òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (1.6) ñõîäèòñÿ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=1 un.

Åñëè æå ÷èñëà un èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî ñïðàâåäëèâî
Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü un > −1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n è ñõîäèòñÿ

îäèí èç ðÿäîâ
∑∞

n=1 un,
∑∞

n=1 un
2. Òîãäà ñõîäèìîñòü äðóãîãî ðÿäà íåîá-

õîäèìà è äîñòàòî÷íà äëÿ ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.6).
Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (1.4) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ,

åñëè àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ðÿä (1.5). Åñëè áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñõî-
äèòñÿ, íî àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ, îíî íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.
Àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñõîäÿòñÿ. Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäå-
íèå (1.6) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñõîäèòñÿ
ðÿä

∑∞
n=1 |un|.

9



1.5 Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü. Êðèòåðèé Êî-

øè, ïðèçíàêè Âåéåðøòðàññà è Äèðèõëå-

Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ñâîéñòâà

ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
{fn(x)}.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} íàçû-
âàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ê ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå D, åñëè
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ N
è âñåõ x ∈ D ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|fn(x)− f(x)| < ε.

Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{fn(x)} ê ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå D íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
n→∞

sup
x∈D
|fn(x)− f(x)| = 0. (1.7)

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà supx∈D |fn(x) − f(x)| äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé n
ìîæåò ðàâíÿòüñÿ áåñêîíå÷íîñòè, âàæíî, ÷òîáû îíà ïðèíèìàëà êîíå÷íûå
çíà÷åíèÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0.

Ïðèçíàê ðàâíîìåðíîãî ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ôóíêöèîíàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn(x)} îïðåäåëåíà íà
ìíîæåñòâå D è ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pn} òàêàÿ, ÷òî

|φn(x)| ≤ pn äëÿ âñåõ x ∈ D, lim
n→∞

pn = 0, (1.8)

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà ìíîæå-
ñòâå D.

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä
∞∑
n=1

an(x), (1.9)

÷ëåíû êîòîðîãî îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå D íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùèìñÿ ê ñóììå S(x) íà D, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∑n
k=1 ak(x) åãî

÷àñòè÷íûõ ñóìì ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê S(x) íà ìíîæåñòâå D.
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Îòìåòèì, ÷òî îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà íå âëèÿåò
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü.

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà. Äëÿ ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.9) íà ìíîæåñòâå D íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàë íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ
âñåõ n ≥ N , âñåõ íàòóðàëüíûõ p è âñåõ x ∈ D âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|an+1(x) + · · ·+ an+p(x)| < ε.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà. Åñëè ðÿä
(1.9) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå D, òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {an(x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà ìíîæåñòâå D.

Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü ðÿä (1.9) îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå
D è ñóùåñòâóåò òàêîé ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä

∑∞
n=1 pn, ÷òî â êàæäîé

òî÷êå x ∈ D âûïîëíåíà îöåíêà |an(x)| ≤ pn. Òîãäà ðÿä (1.9) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå D.

Ïðèçíàê Äèðèõëå-Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïóñòü ðÿä
(1.9) è ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn(x)} îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå
D. Òîãäà äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà ìíîæåñòâå D ðÿäà

∞∑
n=1

an(x)bn(x)

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîé èç äâóõ ïàð óñëîâèé:
I. à) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (1.9) ðàâíîìåðíî îãðà-

íè÷åíà íà ìíîæåñòâå D, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M > 0, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ D è âñåõ n ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà |

∑n
k=1 ak(x)| ≤M .

á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn(x)} ìîíîòîííà â êàæäîé òî÷êå x ∈ D è
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà ìíîæåñòâå D.

II. à) Ðÿä (1.9) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå D.
á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn(x)} ìîíîòîííà â êàæäîé òî÷êå x ∈ D è

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà ìíîæåñòâå D, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
M > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ D è âñåõ n ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà |bn(x)| ≤M .

Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.
Ïóñòü ðÿä (1.9) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà D ê ôóíêöèè S(x) è x0 � ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà D. Åñëè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè an(x), n ∈ N
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë limx→x0,x∈D an(x) = cn, òî

a) ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

n=1 cn,
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á) ñóùåñòâóåò ïðåäåë limx→x0,x∈D S(x) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
x→x0,x∈D

S(x) =
∞∑
n=1

cn.

Ñëåäñòâèå òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Ïóñòü ðÿä (1.9) ñõî-
äèòñÿ íà èíòåðâàëå (a, b) è âñå åãî ÷ëåíû íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b].
Òîãäà åñëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà [a, b], òî
îí ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå (a, b).

Ïðèìåð 8. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíî-
æåñòâå X ðÿäû

∑∞
n=1

sinnx
n
,
∑∞

n=1
cosnx
n
, ãäå à) X = [δ, 2π−δ], δ ∈ (0, π)

� ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, á) X = (0, 2π).
Ðåøåíèå. Èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ

íà èíòåðâàëå (0, 2π).
à) Ïîêàæåì, ÷òî îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, áåðÿ

M = 1
sin(δ/2)

è èñïîëüçóÿ îöåíêè b), c) èç ïðèìåðà 6 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ

âñåõ x ∈ [δ, 2π − δ] è âñåõ n ∈ N ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|
n∑
k=1

sin kx| ≤ 1

sin(x/2)
≤M, |

n∑
k=1

cos kx| ≤ 1

sin(x/2)
≤M,

ïîýòîìó ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ
∑∞

k=1 sin kx,
∑∞

k=1 cos kx ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû íàX. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1

n
ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê íóëþ è íå

çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x, ïîýòîìó îíà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà X.
Òåì ñàìûì îáà èñõîäíûõ ðÿäà ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X, òàê
êàê îíè óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîé ïàðå óñëîâèé ïðèçíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ.

á) Ïîêàæåì, ÷òî îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ íåðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå X =
(0, 2π).

Ðàññìîòðèì ðÿä
∑∞

n=1
sinnx
n

. Áóäåì ðàññóæäàòü êàê ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ðàñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñ ïîìîùüþ îòðèöàíèÿ êðèòåðèÿ
Êîøè. Âîçüìåì ε = 1

4
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íîìåðà N ïðè n = p = N è

x = π
6n

èìååì n+ p = 2n,

2n∑
k=n+1

sin kx

k
>

1

2

2n∑
k=n+1

1

k
≥ 1

4
= ε. (1.10)

(Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè (1.10) ìû ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî π
6
< kπ

6n
≤ π

3
,

1
2
< sin kπ

6n
ïðè n+ 1 ≤ k ≤ 2n.)
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Íåðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

k=1
cos kx
k

íà ìíîæåñòâåX = (0, 2π)
ìîæíî äîêàçàòü ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, íî ìû ïðèâåäåì ðàññóæäåíèå,
îïèðàþùååñÿ íà ñëåäñòâèå òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Äåéñòâèòåëü-
íî, ðÿä

∑∞
n=1

cosnx
n

ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (0, 2π), âñå ÷ëåíû ðÿäà � íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè íà îòðåçêå [0, 2π], à ïðè x = 0 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì. Ïîýòîìó èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì
ïåðåõîäå ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå (0, 2π).

Îòâåò. à) îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî, á) îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ íåðàâ-
íîìåðíî.

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðÿäà. Ïóñòü ðÿä (1.9) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà D ê ôóíêöèè S(x) è âñå ôóíêöèè an(x), n ∈ N íåïðåðûâ-
íû íà ìíîæåñòâå D. Òîãäà S(x) òàêæå íåïðåðûâíà íà D.

×àñòî áûâàåò íóæíî èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ñóììó ôóíêöè-
îíàëüíîãî ðÿäà íà èíòåðâàëå (a, b), ãäå −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞. Ïîñêîëüêó
(a, b) = ∪[α,β]⊂(a,b)[α, β], òî äëÿ íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðÿäà íà èíòåðâàëå
(a, b) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðÿäà íà ëþáîì îòðåçêå
[α, β] ⊂ (a, b). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b) çàäàí ñõîäÿùèéñÿ ðÿä (1.9),
â êîòîðîì âñå ôóíêöèè an(x), n ∈ N íåïðåðûâíû íà (a, b). Åñëè ðÿä∑∞

n=1 an(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå [α, β] ⊂ (a, b), òî ñóì-
ìà ðÿäà (1.9) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b).

Òåîðåìà î ïî÷ëåííîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðÿäà. Ïóñòü íà îò-
ðåçêå [a, b] çàäàí ðÿä (1.9), â êîòîðîì âñå ôóíêöèè an(x), n = 1, 2, . . .
äèôôåðåíöèðóåìû íà [a, b]. Åñëè ðÿä (1.9) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå
x0 ∈ [a, b], à ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ

∑∞
n=1 a

′
n(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

îòðåçêå [a, b], òî íà [a, b] ðÿä (1.9) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèè, ïðè÷åì(

∞∑
n=1

an(x)

)′
=
∞∑
n=1

a′n(x).

×àñòî áûâàåò íóæíî èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñóììó ôóíê-
öèîíàëüíîãî ðÿäà íà èíòåðâàëå (a, b), ãäå −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞. Ïîñêîëüêó
(a, b) = ∪[α,β]⊂(a,b)[α, β], òî äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñóììû ðÿäà íà èí-
òåðâàëå (a, b) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñóììû ðÿäà íà
ëþáîì îòðåçêå [α, β] ⊂ (a, b). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b) çàäàí ñõîäÿùèéñÿ ðÿä (1.9),
â êîòîðîì âñå ôóíêöèè an(x), n ∈ N äèôôåðåíöèðóåìû íà (a, b). Åñëè
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ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ
∑∞

n=1 a
′
n(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå

[α, β] ⊂ (a, b), òî ñóììà ðÿäà (1.9) äèôôåðåíöèðóåìà íà (a, b), ïðè÷åì(
∞∑
n=1

an(x)

)′
=
∞∑
n=1

a′n(x).

1.6 Ñòåïåííûå ðÿäû. Îïðåäåëåíèå, ôîðìóëà

Êîøè-Àäàìàðà, ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà

ñòåïåííûõ ðÿäîâ, ïîâåäåíèå â ãðàíè÷íûõ

òî÷êàõ (âòîðàÿ òåîðåìà Àáåëÿ).

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . . , (1.11)

ãäå êîýôôèöèåíòû cn, ÷èñëî a, íàçûâàåìîå öåíòðîì ðÿäà (1.11) è ïåðå-
ìåííàÿ x ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà Êîøè-Àäàìàðà. Ïîëîæèì

R =
1

limn→∞
n
√
|cn|

. (1.12)

Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä (1.11) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè |x− a| < R è ðàñõî-
äèòñÿ ïðè |x − a| > R. ×èñëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ðÿäà
(1.11), ðàâåíñòâî (1.12) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êîøè-Àäàìàðà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

limn→∞

∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣, òî
R = lim

n→∞

∣∣∣∣ cncn+1

∣∣∣∣ . (1.13)

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû cn ðÿäà (1.11), åãî öåíòð a è ïåðå-
ìåííàÿ x âåùåñòâåííû, à åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R ïîëîæèòåëåí. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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Âòîðàÿ òåîðåìà Àáåëÿ. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (1.11) ñõîäèòñÿ â òî÷êå
a+R, òî îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, a+R], â ÷àñòíîñòè

lim
x→a+R−0

∞∑
n=0

cn(x− a)n =
∞∑
n=0

cnR
n. (1.14)

Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (1.11) ñõîäèòñÿ â òî÷êå a − R, òî îí ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a−R, a], â ÷àñòíîñòè

lim
x→a−R+0

∞∑
n=0

cn(x− a)n =
∞∑
n=0

cn(−R)n. (1.15)

Òåîðåìà î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ñòåïåííîãî ðÿäà.
Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà (1.11) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè èí-
òåðâàëà ñõîäèìîñòè |x− a| < R, ïðè÷åì(

∞∑
n=0

cn(x− a)n
)′

=
∞∑
n=1

ncn(x− a)n−1, (1.16)

(
∞∑
n=0

cn(x− a)n
)(k)

=
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)cn(x− a)n−k, (1.17)

ãäå k ∈ N, k > 1. Ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ â ïðàâîé ÷àñòè (1.16), (1.17)
òîæå ðàâíû R.

Òåîðåìà î ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñòåïåííîãî ðÿäà. Âíóò-
ðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè |x − a| < R ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî
èíòåãðèðîâàòü, òî åñòü∫ x

a

(
∞∑
n=0

cn(t− a)n
)
dt =

∞∑
n=0

cn
n+ 1

(x− a)n+1. (1.18)

Ïðè ýòîì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (1.18) òîæå ðàâåí R.
Ïóñòü f(x)� ñóììà ðÿäà (1.11). Èç ñîîòíîøåíèé (1.16), (1.17) ñëåäóåò,

÷òî

c0 = f(a), cn =
f (n)(a)

n!
, n = 1, 2, . . .

Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) èìååò â òî÷êå a ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà. Ðÿäîì
Òåéëîðà ôóíêöèè g(x) ñ öåíòðîì â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ðÿä

∞∑
n=0

g(n)(a)

n!
(x− a)n.
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Ñïðàâåäëèâî
Óòâåðæäåíèå. Ðÿä (1.11) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ñâîåé ñóììû ñ

öåíòðîì â òî÷êå a

1.7 Îñíîâíûå ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä

íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, òåé-

ëîðîâñêèå ðàçëîæåíèÿ.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà îñíîâíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . . ,−∞ < x <∞; (1.19)

sinx = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ . . . ,−∞ < x <∞; (1.20)

cosx = 1− x2

2
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ . . . ,−∞ < x <∞; (1.21)

shx = x+
x3

3!
+ · · ·+ x2n−1

(2n− 1)!
+ . . . ,−∞ < x <∞; (1.22)

chx = 1 +
x2

2
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ . . . ,−∞ < x <∞; (1.23)

(1 + x)m = 1 +mx+ · · ·+ m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

n!
xn + . . . , (1.24)

Åñëè m = 0, 1, . . . , òî ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè −∞ < x <∞.
Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ: Åñëè m ≤ −1, òî ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè

−1 < x < 1,
Åñëè −1 < m < 0, òî ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè −1 < x ≤ 1,
Åñëè m > 0 íåöåëîå, òî ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè −1 ≤ x ≤ 1.
Ïðèìåð 9. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ ln(1 + x) â ñòåïåííîé ðÿä ïî

ñòåïåíÿì x è íàéòè, ãäå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.
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Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè,
èìååì

1

1 + t
=
∞∑
n=0

(−1)ntn.− 1 < t < 1. (1.25)

Òàê êàê ñòåïåííîé ðÿä ïî÷ëåííî èíòåãðèðóåì âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäè-
ìîñòè, òî ïðè −1 < x < 1 ñïðàâåäëèâî

ln(1 + x) =

∫ x

0

dt

1 + t
=

∫ x

0

(
∞∑
n=0

(−1)ntn
)
dt =

∞∑
n=0

(−1)n x
n+1

n+ 1
. (1.26)

Ïîñêîëüêó ïðè ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íå ìåíÿ-
åòñÿ, òî ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (1.26) ñõîäèòñÿ ïðè −1 < x < 1 è ðàñõîäèòñÿ
ïðè |x| > 1. Ïðè x = 1 ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (1.26) ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó
Ëåéáíèöà. Èñïîëüçóÿ âòîðóþ òåîðåìó Àáåëÿ, èìååì

ln 2 = lim
x→1−0

ln(1 + x) =
∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
,

îòñþäà (1.25) ñïðàâåäëèâî ïðè x = 1. Ïðè x = −1 ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè
(1.25) ðàñõîäèòñÿ.

Îòâåò. ln(1 + x) = x− x2

2
+ · · ·+ (−1)n−1 xn

n
+ . . . , −1 < x ≤ 1.

Ïðèìåð 10. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ arctg x â ñòåïåííîé ðÿä ïî
ñòåïåíÿì x è íàéòè, ãäå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.

Ðåøåíèå. Áåðÿ â (1.25) t2 âìåñòî t, ïîëó÷àåì

1

1 + t2
=
∞∑
n=0

(−1)nt2n,−1 < t < 1.

Ðàññóæäàÿ êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïîëó÷àåì

arctg x =

∫ x

0

dt

1 + t2
=

∫ x

0

(
∞∑
n=0

(−1)nt2n
)
dt =

∞∑
n=0

(−1)n x
2n+1

2n+ 1
, (1.27)

ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (1.27) ñõîäèòñÿ ïðè −1 < x < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè
|x| > 1. Ïðè x = ±1 ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè (1.27) ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó
Ëåéáíèöà. Èñïîëüçóÿ âòîðóþ òåîðåìó Àáåëÿ, èìååì

arctg 1 = lim
x→1−0

arctg x =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
,
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arctg(−1) = lim
x→−1+0

arctg x =
∞∑
n=0

(−1)n−1

2n+ 1
.

Òàêèì îáðàçîì ðàçëîæåíèå (1.27) ñïðàâåäëèâî íà îòðåçêå [−1, 1].
Îòâåò. arctg x = x− x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1 x2n+1

2n+1
+ . . . , −1 ≤ x ≤ 1.
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Ãëàâà 2

Âàðèàíòû êîíòðîëüíûõ ðàáîò

Çàäà÷è, ïîìå÷åííûå *, ïðèâåäåíû ñ ðåøåíèÿìè, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â
ãëàâå 3.

Âàðèàíò 1

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

(
n
n+1

)n2

.

2. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1
cosn2

2
√
n .

3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå

∏∞
n=1

(
1− sinn

n

)
e

sinn
n .

4. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1 x
2e−nx íà ìíî-

æåñòâå X, ãäå à) X = [1, 2], á) X = [0,+∞).
5. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ f(x) =

∑∞
n=2

cosnx
n lnn

íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü
íà èíòåðâàëå (0, 2π).

6. Ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â íóëå ôóíêöèþ f(x) =
(x+2) ln(x+2), x 6= −2, f(−2) = 0. Óêàçàòü, ãäå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.

Âàðèàíò 2.
1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=1

(
n
n+1

)n
sin 1

n
.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1 sinn tg
1√
n
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõî-

äèìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1 n
(−1)n .

4*. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1
n sinπnx
n2+x2

íà ìíî-

æåñòâå X, ãäå à) X = [1
2
, 1] á) X = [0, 2].

5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=2
cos2nx
n ln2 n

è èññëåäîâàòü åãî
ñóììó íà íåïðåðûâíîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà X.
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6. Ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â íóëå ôóíêöèþ f(x) =
(x+ 1) sin3 x. Óêàçàòü, ãäå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.

Âàðèàíò 3.
1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=1

lnn+1
n(a ln3 n+1)

, a ≥ 0.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1 cos(π
√
n2 + 4) sin 1

n
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâ-

íóþ ñõîäèìîñòü.
3*. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1

(
1− a cosn√

n

)
e

cosn√
n , |a| ≤ 1.

4. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

√
xn

n2x2+1
íà ìíî-

æåñòâå X, ãäå à) X = [1, 2], á) X = [0, 1].
5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1

(
x+ 1

2n

)n
è èññëåäîâàòü

åãî ñóììó íà íåïðåðûâíîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà X.
6. Ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â òî÷êå a = −1 ôóíêöèþ

f(x) = 2x+3√
3x+4

, íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.
Âàðèàíò 4.
1*. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=2

n!n3/22n

7·9···(2n+5)
.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)n√
n+(−1)n íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1

√
2 sin

(
π
4
+ (−1)n

n2

)
.

4. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1
xn

n!
íà ìíîæå-

ñòâå X, ãäå à) X = [−1, 1], á) X = (−∞,+∞).

5. Èññëåäîâàòü ñóììó ðÿäà
∑∞

n=1

sin(nx+ 1
n
)

n
íà íåïðåðûâíîñòü íà èí-

òåðâàëå (0, 2π).
6. Ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â íóëå ôóíêöèþ f(x) =

1
3
arctg x2

1−x4 +
2
3
arctg x2. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Âàðèàíò 5.
1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=1 n sh

α(lnn).
2. Èññëåäîâàòü ðÿä

∑∞
n=1(−1)n

sinn√
n
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=2
nα

nα+(−1)n .

4. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1
n2

x
e−

n2

x íà ìíî-
æåñòâå X, ãäå à) X = [1, 2], á) X = (0,+∞).

20



5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1
sinnx
n2

√
x+ sin2 x

n
è èñ-

ñëåäîâàòü åãî ñóììó íà íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæåñòâå X.

6. Ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â íóëå ôóíêöèþ d2

dx2

(
x ln 1+x2

1−x2

)
.

Íàéòè ìíîæåñòâî òî÷åê íà êîòîðîì ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.
Âàðèàíò 6.

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

(
n2 arctg 1

n2

)n5

.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1

cos(n+ 1
n2

)

n lnn
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=2

(
1 + (−1)n+1

np

)
.

4*. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1
e−n

2x cosnx√
n

íà

ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [π
2
, π], á) X = (0, π].

5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1

√
xn+x−n

2n
è èññëåäîâàòü

åãî ñóììó íà íåïðåðûâíîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ X.
6. Ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèþ f(x) = arccos x√

9+x2
ñ öåíòðîì

â íóëå. Óêàçàòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.
Âàðèàíò 7.
1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=1

nn

n!

(
1− cos(e−

n
2 )
)
.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
n

n2+1
sinn arctg n íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ

ñõîäèìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=2
na

na+cosn
.

4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
sinx sinnx

n
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíî-

æåñòâå X, ãäå à) X = [π
6
, π
3
], á) x = [0, 2π].

5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1
cosnx

n2 ln3(n+1)
è èññëåäîâàòü

åãî ñóììó íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà ìíîæåñòâå X.
6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = arctg 2−x

x
â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì

a = 1 è óêàçàòü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà.
Âàðèàíò 8.

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

√
5·11···(5n+6)
6·11···(6n+5)

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=2
sinn3

n ln2 n
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü

3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1 n
(−1)n

na .
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4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
nx√
n+x

sin2 x
n
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà

ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [1, 2] á) X = [2,+∞).
5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1 n

−x cos 1
n
è èññëåäîâàòü

åãî ñóììó íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà ìíîæåñòâå X.
6. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1

4n+(−3)n
n+1

cos 1
n
(x+ 1)n.

Âàðèàíò 9.
1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=1

4·7···(3n+4)
n!

arcsin 1
2n
.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)n cos2 n

n
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1 tg
(
π
4
+ (−1)n

n

)
.

4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)n cos2 nx

nx
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà

ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [π
2
, π], á) X = (0, π].

5. Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà èíòåðâàëå (0, 2π) ñóììó
ðÿäà

∑∞
n=1

sinnx arctgn
n
√
n

.

6. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1

(
4+(−1)n5

4+3(−1)n+1

)n
(x+ 3)2n+1.

Âàðèàíò 10.
1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=1

n!(2n+1)!
(3n)!

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1 cosn arctg
π√
n
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ

ñõîäèìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=2 tg
(
π
4
+ (−1)n

n lnn

)
.

4*. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1(1 + x
√
n)(1− cos 1

nx
) íà ðàâíîìåðíóþ ñõî-

äèìîñòü íà ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = (0, 1), á) X = (1,+∞).
5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1 e

−nx tg 1
n
è èññëåäîâàòü

åãî ñóììó íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà ìíîæåñòâå X.
6. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1

(3+4(−1)n)n
n ln(n+1)

(x− 1)n
3
.

Âàðèàíò 11.

1*. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

(
n sin 1

n

)n3

.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
sin(π

√
n2+n)

ln(n+1)
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõî-

äèìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=2

(
1 + (−1)

n(n+1)
2

n lnn

)
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4. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)n cosnx

n
íà

ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [−π
2
, π
2
], á) X = (0, π).

5. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ñóììó ðÿäà
∑∞

n=1
sinnx

2n+sinnx
íà èíòåð-

âàëå X = (0, 2π).
6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = ln(x +

√
4 + x2) â ñòåïåííîé ðÿä ñ

öåíòðîì â íóëå. Íàéòè ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.
Âàðèàíò 12.

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

(
1√
n
−
√

ln n+1
n

)
.

2*. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)nsin2n

n
5
6

íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-
ìîñòü.

3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå

∏∞
n=2

(
nα

nα+sinn

)
4. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=1 x

2e−nx sinnx íà
ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [π

2
, π], á) X = [0, π].

5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 e
−nx chn è èññëåäîâàòü

åãî ñóììó íà íåïðåðûâíîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà X.
6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = x(1− x)−3 â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì

â òî÷êå a = −1 è íàéòè ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.
Âàðèàíò 13.
1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=1

n2

2
√
n .

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)n sinn
nlnan

íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-
ìîñòü.

3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1

(
1 + (−1)n

an2+bn+1

)
, a, b ≥ 0.

4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
x cosnx
nenx

íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíî-
æåñòâå X, ãäå à) X = [π

2
, π], á) X = (0, π].

5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1
x2

(1+x2)n
è èññëåäîâàòü

åãî ñóììó íà íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæåñòâå X.

6*. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1
(n!)2

(2n)!
(x− 3)3n+1.

Âàðèàíò 14.

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

(
3+(−1)n

2n

)
n lnn.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1(−1)n
(
1− cos 2

n

)a
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ

ñõîäèìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=2

(
1 + xn

n2 lnn

)
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4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
cos(2n+1)x

n
3
4

íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà

ìíîæåñòâå X ãäå à) X = [π
4
, π
2
], á) X = (0, π).

5*. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1
e−n

2x3

n
è èññëåäîâàòü

åãî ñóììó íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà ìíîæåñòâå X.
6. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1

(4+(−1)n)n
n

(x− 1)2n+1.
Âàðèàíò 15.
1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=1

(3+(−1)n)n
n

ln(1 + 4−n).

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=2
cos3 n
n lnn

íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1

√
2 sin

(
π
4
+ (−1)n

n

)
.

4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1 sin
x
n2 íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíî-

æåñòâå X, ãäå à) X = [−10, 10], á) X = (−∞,∞).
5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1

e−nx

n2+1
è èññëåäîâàòü åãî

ñóììó íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ X.
6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = ln(x2+5x+6) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x+1

è óêàçàòü, ãäå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.
Âàðèàíò 16.

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

(
sh
√

n+4
4n+1

)n
.

2*. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
sinn

3√n+sinn
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1

(
1 + (−1)n−1

np ln(n+1)

)
.

4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1(−1)
n(n+1)

2
x

n+x
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà

ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [0, 1], á) X = [0,+∞).
5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1

1
(n−x)2 è èññëåäîâàòü

ñóììó ðÿäà íà íåïðåðûâíîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ X.
6. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1

3+4(−1)n
3+2(−1)n+1 sin

1
n
(x+3)4n.

Âàðèàíò 17.

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

(
4·7···(3n+4)
3·7···(4n+3)

)a
n−p.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1(−1)n
sin( 1

ln 2n
) cos 1

n√
n2−n+1

íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ
ñõîäèìîñòü.

3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=1

(
1− sin( | cosn|

n
)
)
.
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4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
sinnx
n

arctg(n2 + x2) íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-
ìîñòü íà ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [π

4
, π
2
], á) X = (0, 2π).

5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1
(−1)n
n+x2

è èññëåäîâàòü åãî
íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ X.

6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = 3−8x
6x2−5x+1

â ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì
x. Óêàçàòü, ãäå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.

Âàðèàíò 18.

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1

(
1− n

√
1
n

)
2*. Èññëåäîâàòü ðÿä

∑∞
n=1

(−1)
n(n−1)

2 arctgn2√
n+ 1

n

íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ

ñõîäèìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=2 (lnn)
(−1)n

n .

4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1

((
1 + 1

n2x2

) 1√
n − 1

)
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-

ìîñòü íà ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = (0, 1), á) X = (1,+∞).

5. Íàéòè ìíîæåñòâîX ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1
(−1)n
nx

è èññëåäîâàòü ñóì-
ìó ðÿäà íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ X.

6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = 3x+8
(2x−3)(x2+4)

â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x . Óêà-
çàòü, ãäå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.

Âàðèàíò 19.
1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∑∞
n=2

n√2−1
lnn

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)n
n−ln2n íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü.
3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå
∏∞

n=2 n ln
(
1 + 1

n
+ (−1)n

n2

)
.

4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
cosnx
n

sin x
n
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà

ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [π
4
, π
2
], á) X = (0, 2π).

5. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=2
e−nx

n lnn
è èññëåäîâàòü ñóì-

ìó ðÿäà íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ X.
6*. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = x ln(x +

√
x2 + 2) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì

x . Óêàçàòü, ãäå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.
Âàðèàíò 20.

1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1
2n(n!)3

5·19···(2n3+3)
.

2. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1

sin(n+ 1
n
)√

ln2n+1
íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü.
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3. Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå

∏∞
n=1 (1 + xn).

4. Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1

(
1− cos x

2n

)
íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà

ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [−100, 100], á) X = (−∞,+∞).
5*. Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1

arctgn
n2−x2 è èññëåäîâàòü

ñóììó ðÿäà íà íåïðåðûâíîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ X.
6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = ln 2x+1

x+1
â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì

a = 1. Óêàçàòü, ãäå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.
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Ãëàâà 3

Ðàçáîð íåêîòîðûõ çàäà÷ èç

êîíòðîëüíûõ ðàáîò ñ óêàçàíèåì

òèïè÷íûõ îøèáîê, êîòîðûå

âñòðå÷àþòñÿ â àíàëîãè÷íûõ

ïðèìåðàõ.

Çàäà÷à 1. (1, âàð. 11) Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(
n sin

1

n

)n3

.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì an =
(
n sin 1

n

)n3

. Ïîñêîëüêó sin 1
n
= 1

n
− 1

6n3 +
O
(

1
n5

)
, òî

n
√
an =

(
1− 1

6n2
+O

(
1

n4

))n2

= en
2 ln(1− 1

6n2
+O( 1

n4
)).

Òàê êàê ln(1 + x) = x+O(x2), òî

n2 ln

(
1− 1

6n2
+O

(
1

n4

))
= n2

(
− 1

6n2
+O

(
1

n4

))
= −1

6
+O

(
1

n2

)
.

Ïîýòîìó limn→∞ n
√
an = e−

1
6 < 1, òåì ñàìûì èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî

ïðèçíàêó Êîøè.
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Îòâåò. Ðÿä ñõîäèòñÿ.
Çàìå÷àíèå ê çàäà÷å 1. Èíîãäà èç ýêâèâàëåíòíîñòè n sin 1

n
∼ 1

îøèáî÷íî âûâîäÿò an ∼ 1n
3
= 1. Íà ñàìîì äåëå an ∼ e−

n
6 .

Çàäà÷à 2. (1, âàð. 4) Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=2

n!n3/22n

7 · 9 · · · (2n+ 5)
.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàÿ an = n!n3/22n

7·9···(2n+5)
, èìååì

an
an+1

=
n

3
2 (2n+ 7)

(n+ 1)
3
22(n+ 1)

=

(
1 +

7

2n

)(
1 +

1

n

)− 5
2

.

Ïîñêîëüêó (1 + 1
n
)−

5
2 = 1− 5

2n
+O( 1

n2 ), èìååì

an
an+1

=

(
1 +

7

2n

)(
1− 5

2n
+O(

1

n2
)

)
= 1 +

1

n
+O(

1

n2
).

Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðèçíàêà Ãàóññà λ = µ = 1, ñëåäîâàòåëüíî èñõîäíûé ðÿä
ðàñõîäèòñÿ.

Îòâåò. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Îáùåå çàìå÷àíèå ê çàäà÷àì íà èññëåäîâàíèå àáñîëþòíîé è

óñëîâíîé ñõîäèìîñòè. ×àñòî ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäîâ íà àáñîëþòíóþ
è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü îøèáî÷íî ïóòàþò ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè è óñëîâ-
íîé ñõîäèìîñòè (âèäèìî ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ðÿä óñëîâíî ñõîäèòñÿ åñëè
îí "õîòü êàê-òî ñõîäèòñÿ"). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ çàêëþ÷åíèÿ âè-
äà: "Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Ïðîâåðèì åãî òåïåðü íà àáñîëþòíóþ ñõîäè-
ìîñòü". Òàê íåëüçÿ! Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî, åñëè îí ñõîäèòñÿ, íî àáñî-
ëþòíî ðàñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 3 (2, âàð. 12) Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)nsin2n

n
5
6

íà àáñî-
ëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü an = (−1)nsin2n
n

5
6

.

1. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 an ñõîäèòñÿ. Òàê êàê sin2 n = 1
2
− cos 2n

2
, òî

an = 1
2
(bn + cn), ãäå bn = (−1)n

n
5
6
, cn = (−1)n−1 cos 2n

n
5
6

.

Ðÿä
∑∞

n=1 bn ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðÿäà∑∞
n=1 cn ïðåäñòàâèì cn = unvn, ãäå un = (−1)n−1 cos 2n, vn = n−

5
6 . Òàê êàê

|
∑n

k=1(−1)k−1 cos 2k| ≤
1

cos 1
, n ∈ N (ñì. ïðèìåð 6 ãëàâû 1), òî ÷àñòè÷íûå
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ñóììû ðÿäà
∑∞

n=1 un îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Òàêæå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {vn} ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó ðÿä

∑∞
n=1 cn ñõîäèòñÿ,

òàê êàê äëÿ íåãî âûïîëíåíà ïåðâàÿ ïàðà óñëîâèé ïðèçíàêà Äèðèõëå-
Àáåëÿ. Èç ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ.

2. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 an àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ. Ïðåäñòàâèì |an|
â âèäå |an| = 1

2
(dn−en), ãäå dn = n−

5
6 , en = cos 2n

n
5
6
. Ðÿä

∑∞
n=1 dn ðàñõîäèòñÿ

(ñì. ïðèìåð 3 ãëàâû 1), ðÿä
∑∞

n=1 en ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå-
Àáåëÿ (ñì. ïðèìåð 7 ãëàâû 1). Òàê êàê ðàçíîñòü ðàñõîäÿùåãîñÿ è ñõîäÿ-
ùåãîñÿ ðÿäîâ ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∑∞
n=1 |an| ðàñõîäèòñÿ.

3. Èòàê, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ è àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ, çíà÷èò îí
ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

Îòâåò. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ðÿä â óñëîâèè çàäà÷è 3 èìååò âèä

∑∞
n=1(−1)npn,

ãäå {pn} � ïîëîæèòåëüíàÿ, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî
íåðåäêî äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà.
Íî ïðèçíàê Ëåéáíèöà çäåñü íåïðèìåíèì, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn
íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.

Çàäà÷à 4 (2, âàð. 16) Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
sinn

3√n+sinn
íà àáñî-

ëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.
Ðåøåíèå. Ïóñòü an = sinn

3√n+sinn
. Òîãäà

an =
sinn

3
√
n

(
1 +

sinn
3
√
n

)−1
=

sinn
3
√
n

(
1− sinn

3
√
n

+O

(
sin2 n

3
√
n2

))
=

=
sinn

3
√
n
− sin2 n

3
√
n2

(
1 +O

(
sinn

3
√
n

))
.

(Ìû ïðèìåíèëè ðàçëîæåíèå (1 + x)−1 = 1 = x+O(x2) ïðè x = sinn
3√n .)

Ïîëîæèì bn = sinn
3√n , cn = bn − an = sin2 n

3√
n2

(
1 +O

(
sinn
3√n

))
. Ðÿä

∑∞
n=1 bn

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå-Àáåëÿ (ñì. ïðèìåð 7 ãëàâû 1). Òàê êàê
cn ≥ 0 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è cn ∼ sin2 n

3√
n2
, òî ðÿä

∑∞
n=1 cn ñõîäèòñÿ

èëè ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ðÿäîì
∑∞

n=1
sin2 n
3√
n2

ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ
äëÿ çíàêîïîñòîÿííûõ ðÿäîâ.

Ïðåäñòàâèì, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å,

sin2 n
3
√
n2

=
1

2 3
√
n
− cos 2n

2 3
√
n
.
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Ðÿä
∑∞

n=1
1

2 3√n ðàñõîäèòñÿ (ñì. ïðèìåð 3 ãëàâû 1). Ðÿä
∑∞

n=1
cos 2n
2 3√n ñõî-

äèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå-Àáåëÿ (ñì. ïðèìåð 7 ãëàâû 1). Îòñþäà ðÿä
sin2 n
3√
n2

ðàñõîäèòñÿ êàê ðàçíîñòü ðàñõîäÿùåãîñÿ è ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäîâ, ñëå-

äîâàòåëüíî è ðÿä
∑∞

n=1 cn òîæå ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ðÿä
∑∞

n=1 an =∑∞
n=1(bn − cn) ðàñõîäèòñÿ.
Îòâåò. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ ÷àñòî èç âåðíîãî çàêëþ÷å-

íèÿ an ∼ sinn
3√n è ñõîäèìîñòè ðÿäà sinn

3√n ÷àñòî äåëàåòñÿ íåâåðíûé (äëÿ ðÿäîâ

ñ ÷ëåíàìè ïðîèçâîëüíîãî çíàêà) âûâîä î ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 an. Ìû
æå ïðè ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è èñïîëüçîâàëè ðàññóæäåíèå îá ýê-
âèâàëåíòíûõ ðÿäàõ äëÿ ðÿäà

∑∞
n=1 cn ñ íåîòðèöàòåëüíûìè íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî íîìåðà n ÷ëåíàìè.

Çàäà÷à 5 (2, âàð. 18) Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1
(−1)

n(n−1)
2 arctgn2√
n+ 1

n

íà

àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü an = (−1)
n(n−1)

2√
n+ 1

n

, bn = arctg n2. Òîãäà èñõîäíûé ðÿä

èìååò âèä
∑∞

n=1 anbn.

a) Ðàññìîòðèì ðÿä
∑∞

n=1 an. Âî-ïåðâûõ |
∑n

k=1(−1)
n(n−1)

2 | ≤ 1, n ∈ N
(ñì. ïðèìåð 6 ãëàâû 1). Âî-âòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { 1√

n+n−1} ìîíî-
òîííî óáûâàåò ê íóëþ. Ïîýòîìó ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ, òàê êàê äëÿ íåãî

âûïîëíåíà ïåðâàÿ ïàðà óñëîâèé ïðèçíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ.
á) Òàê êàê ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} ìîíîòîí-

íî âîçðàñòàåò ê π
2
, òî

∑∞
n=1 anbn ñõîäèòñÿ, òàê êàê äëÿ íåãî âûïîëíåíà

âòîðàÿ ïàðà óñëîâèé ïðèçíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ.
â) Èññëåäóåì èñõîäíûé ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü. Ïîñêîëüêó

|anbn| = arctgn2
√
n+n−1 ∼ π

2
√
n
, à ðÿä

∑∞
n=1

π
2
√
n
ðàñõîäèòñÿ (ñì. ïðèìåð 3 ãëàâû

1), òî èñõîäíûé ðÿä àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ.
Îòâåò. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
Çàìå÷àíèå Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìû ïîêàçàëè ñõîäèìîñòü ðÿäà

â äâà øàãà à), á). Ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü åãî ñõîäèìîñòü çà îäèí
øàã, èñïîëüçóÿ òîëüêî ïåðâóþ ïàðó óñëîâèé ïðèçíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ,

èìåííî ïðåäñòàâèâ îáùèé ÷ëåí ðÿäà â âèäå unvn, ãäå un = (−1)
n(n−1)

2 ,

vn = arctgn2
√
n+n−1 . Íî òîãäà ïîòðåáîâàëàñü áû äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîâåðêà ìî-

íîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vn} íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0.
Çàäà÷à 6 (3, âàð. 3) Èññëåäîâàòü íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ
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ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
n=1

(
1− a cosn√

n

)
e

cosn√
n , |a| ≤ 1.

Ðåøåíèå. Ïóñòü pn =
(
1− a cosn√

n

)
e

cosn√
n . Òàê êàê ln(1 + x) = x− x2

2
+

O(x3), òî ïðè x = −a cosn√
n

èìååì

ln pn = ln

(
1− a cosn√

n

)
+

cosn√
n

= (1−a)cosn√
n
− a

2 cos2 n

2n
+O

(
a3 cos3 n

n
√
n

)
.

Åñëè a = 0, òî ln pn = cosn√
n
, ðÿä

∑∞
n=1

cosn√
n
ñõîäèòñÿ óñëîâíî (ñì. ïðèìåð

7 ãëàâû 1), ñëåäîâàòåëüíî èñõîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
Åñëè a 6= 0, òî áåðÿ

bn = (1− a)cosn√
n
, cn = bn − ln pn =

a2 cos2 n

2n

(
1 +O

(
a cosn√

n

))
,

ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 bn ñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó cn ≥ 0 íà÷èíàÿ ñ íåêî-

òîðîãî n è cn ∼ a2 cos2 n
n

, à ðÿä
∑∞

n=1
cos2 n
n

ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è

ðÿä
∑∞

n=1 cn. (Ðàñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1
cos2 n
n

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî cos2 n
n

=
1
2n

+ cos 2n
2n

, ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∑∞

n=1
1
n
ðàñõîäèòñÿ, à ðÿä

∑∞
n=1

cos 2n
n

ñõî-
äèòñÿ.) Ñëåäîâàòåëüíî ðÿä

∑∞
n=1 ln pn =

∑∞
n=1(bn − cn) ðàñõîäèòñÿ, ïî-

ýòîìó èñõîäíîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå ðàñõîäèòñÿ.
Îòâåò. Ïðè a = 0 ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ óñëîâíî, ïðè 0 < |a| ≤ 1

ïðîèçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ.
Çàìå÷àíèå. Â ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è, êàê è ïðè ðåøåíèè çà-

äà÷è 4, íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∑∞

n=1
(1−a) cosn√

n
, ýêâè-

âàëåíòíûé ðÿäó
∑∞

n=1 ln pn, òàê êàê îíè íå ÿâëÿþòñÿ çíàêîïîñòîÿííûìè.
Çàäà÷à 7 (4, âàð. 2) Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

ðÿä
∑∞

n=1
n sinπnx
n2+x2

íà ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [1
2
, 1], á) X = (0, 2).

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ â êàæäîé
òî÷êå x ∈ X = (0, 2). Ïðåäñòàâèì an(x) = n sinπnx

n2+x2
= un(x)vn(x), ãäå

un(x) =
sinπnx
n

, vn(x) =
n2

n2+x2
. ×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∑∞
n=1 sin πnx îãðà-

íè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè:

|
n∑
k=1

sin πkx| ≤ 1

sin(πx/2)
, n ∈ N, (3.1)
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { 1
n
} ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî ðÿä∑∞

n=1 un(x) ñõîäèòñÿ, òàê êàê óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé ïàðå óñëîâèé ïðè-
çíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïîñêîëüêó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {vn(x)} ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, òî ðÿä

∑∞
n=1 an(x)

ñõîäèòñÿ, òàê êàê äëÿ íåãî âûïîëíåíà âòîðàÿ ïàðà óñëîâèé ïðèçíàêà
Äèðèõëå-Àáåëÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.

à) Ïîêàæåì, ÷òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X = [1
2
, 1].

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðÿä
∑∞

k=1 uk(x). Ðàññóæäàÿ êàê â ïðèìåðå 8 ãëàâû
1, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ N è x ∈ X = [1

2
, 1] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|
n∑
k=1

sin(πkx)| ≤M =
1

sin π
4

=
√
2, (3.2)

Òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { 1
n
} íå çàâèñèò îò x è ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê

íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî ðÿä
∑∞

n=1 un(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X, òàê êàê
îí óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé ïàðå óñëîâèé ïðèçíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ ðàâíî-
ìåðíîé ñõîäèìîñòè. Òàê êàê vn(x) =

1
1+(x/n)2

, òî {vn(x)} ìîíîòîííà â êàæ-
äîé òî÷êå x ∈ X è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà (|vn(x)| ≤ 1). Òàêèì îáðàçîì
ðÿä

∑∞
n=1 an(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà X, òàê êàê äëÿ íåãî âûïîëíåíà

âòîðàÿ ïàðà óñëîâèé ïðèçíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
á) Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä

∑∞
n=1 an(x) ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà X = (0, 2).

Áóäåì ðàññóæäàòü êàê â ïðèìåðå 8 ãëàâû 1. Äåéñòâèòåëüíî, áåðÿ ε = 1
12
,

ïðè ëþáîìN ∈ N äëÿ n = p = N , xn = 1
6n
ïðè n+1 ≤ k ≤ 2n ñïðàâåäëèâû

îöåíêè sin πkxn >
1
2
, k
k2+x2n

> 1
k+1
≥ 1

3n
, ïîýòîìó ak(xn) ≥ 1

6k
.

Ñëåäîâàòåëüíî

an+1(xn) + · · ·+ a2n(xn) ≥
1

6

(
1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n

)
≥ 1

12
= ε,

òåì ñàìûì ðÿä
∑∞

n=1 an(x) íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â ñèëó îòðèöàíèÿ
êðèòåðèÿ Êîøè.

Îòâåò. à) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, á) ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî.
Çàìå÷àíèå Ñðàâíèâàÿ (3.2), (3.1) âèäíî, ÷òî îöåíêà (3.2) � ðàâíî-

ìåðíàÿ, ïîñêîëüêó âåëè÷èíàM =
√
2 íå çàâèñèò îò òî÷êè x ∈ X = [1

2
, 1].

Îöåíêà (3.1) ðàâíîìåðíîé íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà 1
sin(πx/2)

óæå

çàâèñèò îò òî÷êè x ∈ X = (0, 2). Áîëåå òîãî, ýòó îöåíêó íåëüçÿ ñäå-
ëàòü ðàâíîìåðíîé, ïîñêîëüêó limx→0+0

1
sin(πx/2)

= +∞. Èç äàëüíåéøèõ

ðàññóæäåíèé â ïóíêòå á) âèäíî, ÷òî èñõîäíûé ðÿä äåéñòâèòåëüíî ñõî-
äèòñÿ íåðàâíîìåðíî.
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Çàäà÷à 8 (4, âàð. 6) Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü
ðÿä

∑∞
n=1

cosnx√
n
e−n

2x íà ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = [π
2
, π], á) X = (0, π].

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå x ∈
(0, π]. Ïóñòü an(x) =

cosnx√
n
e−n

2x. Òàê êàê n
√
|an(x)| ≤

n
√
e−n2x → 0 ïðè n→

∞, òî ïî ïðèçíàêó Êîøè èñõîäíûé ðÿä
∑∞

n=1 an(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
a) Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ X = [π

2
, π] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|an(x)| ≤ e−n
2x ≤ e−n

2π/2 = cn,

ïðè÷åì limn→∞ n
√
cn = limn→∞ e

−nπ/2 = 0, òî ÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

n=1 cn ñõî-
äèòñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè, ñëåäîâàòåëüíî èñõîäíûé ðÿä

∑∞
n=1 an(x) ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà íà ìíîæåñòâå X = [π
2
, π].

á) Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 an(x) ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå
X = (0, π]. Ïðèìåíèì ñëåäñòâèå òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå äëÿ èí-
òåðâàëà (a, b) = (0, π). Òàê êàê âñå ÷ëåíû an(x) = e−n

2x cosnx√
n

íåïðåðûâíû

íà îòðåçêå [0, π], à â òî÷êå x = 0 ðÿä
∑∞

n=1 an(x) =
∑∞

n=1
1√
n
ðàñõîäèòñÿ,

òî ðÿä
∑∞

n=1 an(x) ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî íà èíòåðâàëå (0, π), à çíà÷èò
è íà ñîäåðæàùåì åãî ìíîæåñòâå X.

Îòâåò. à) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, á) ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî.
Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å 8, òàê æå, êàê è â çàäà÷å 7, â

ñëó÷àå à) åñòü ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà (cn íå çàâèñèò îò x, ðÿä
∑∞

n=1 cn ñõî-
äèòñÿ), à â ñëó÷àå á) ðàâíîìåðíîé îöåíêè íåò, ïîñêîëüêó supx∈X |an(x)| =
1√
n
, à ðÿä

∑∞
n=1

1√
n
ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â çàäà÷å 8á) îòñóòñòâèå ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè ëåãêî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðå-
õîäå. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñëåäñòâèå î÷åíü ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå,
ïðè èññëåäîâàíèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà íà èíòåðâàëå ïîëåçíî
ïîñìîòðåòü ïîâåäåíèå ðÿäà â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà.

Çàäà÷à 9 (4, âàð. 10) Èññëåäîâàòü ðÿä
∑∞

n=1(1+x
√
n)(1− cos 1

nx
)

íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ìíîæåñòâå X, ãäå à) X = (0, 1),
á) X = (1,+∞).

Ðåøåíèå. Ïóñòü an(x) = (1 + x
√
n)(1− cos 1

nx
). Òàê êàê â îáîèõ ñëó-

÷àÿõ x > 0 è 0 ≤ 1− cos 1
nx

= 2 sin2 1
2nx
≤ 1

2n2x2
, òî

0 ≤ an(x) ≤
(
1 + x

√
n
) 1

2n2x2
=

1

2n2x2
+

1

2n3/2x
. (3.3)

Ïîñêîëüêó ðÿäû
∑∞

n=1
1

2n2x2
,
∑∞

n=1
1

2n3/2x
ñõîäÿòñÿ (ñì. ïðèìåð 3 ãëàâû 1),

òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè x > 0.
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Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå à) ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïîñêîëüêó an(

1
n
) = (1+n−1/2)2 sin2 1

2
> 2 sin2 1

2
, òî íàðóøàåòñÿ íåîáõî-

äèìîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè: îáùèé ÷ëåí èñõîäíîãî ðÿäà íå
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íóëþ íà (0, 1).

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå á) ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Òàê êàê ïðè x > 1
â ñèëó (3.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

0 ≤ an(x) ≤
1

2n2
+

1

2n3/2
= cn

è ðÿä
∑∞

n=1 cn ñõîäèòñÿ, òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðè-
çíàêó Âåéåðøòðàññà íà èíòåðâàëå (1,∞).

Îòâåò. à) ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî, á) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
Çàìå÷àíèå. Íà ïðèìåðå ïðåäûäóùåé çàäà÷è ìû âèäèì, ÷òî ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè ðÿäà íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü áûâàåò ïîëåçíî ïðîâåðèòü,
âûïîëíåíî ëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Â ïðåäû-
äóùåé çàäà÷å îòñóòñòâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå à) äåéñòâè-
òåëüíî ñëåäîâàëî èç íåðàâíîìåðíîãî íà (0, 1) ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îáùåãî
÷ëåíà. Îäíàêî ðàâíîìåðíîå ñòðåìëåíèå ê íóëþ îáùåãî ÷ëåíà � òîëüêî
íåîáõîäèìîå, íî âîîáùå ãîâîðÿ íå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè ðÿäà, åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ðÿä íå îáÿçàòåëüíî ñõî-
äèòñÿ (òåì áîëåå ðàâíîìåðíî) íà äàííîì ìíîæåñòâå. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå
á) çàäà÷è 8 ñïðàâåäëèâà îöåíêà |an(x)| ≤ 1√

n
, ñëåäîâàòåëüíî an(x) ðàâíî-

ìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ íà ìíîæåñòâå X = (0, π] (ñì. äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Îäíàêî ðÿä

∑∞
n=1 an(x) ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåð-

íî íà X.
Çàäà÷à 10 (5, âàð. 20) Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿ-

äà
∑∞

n=1
arctgn
n2−x2 è èññëåäîâàòü ñóììó ðÿäà íà íåïðåðûâíîñòü íà

ìíîæåñòâå X.
Ðåøåíèå. 1. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå

X = R \ {±1,±2, . . . }.

Äåéñòâèòåëüíî, ðÿä íå îïðåäåëåí â òî÷êàõ {±1,±2, . . . }. Åñëè æå x ∈ X,
òî âñå ÷ëåíû ðÿäà an(x) = arctgn

n2−x2 îïðåäåëåíû â òî÷êå x è ïðè n ≥ 2|x|
ñïðàâåäëèâî: n2 − x2 ≥ 3

4
n2, 0 < an(x) <

π/2
3n2/4

= 2π
3n2 , ñëåäîâàòåëüíî

èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ.
2. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà M èñõîäíûé ðÿä

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì ìíîæåñòâå XM = X ∩ (−M,M). Ðàññóæ-
äàÿ êàê âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè x ∈ XM , n ≥ 2M ñïðàâåäëèâà îöåíêà
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0 < an(x) <
2π
3n2 , ñëåäîâàòåëüíî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî

ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (ìû ó÷ëè, ÷òî îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
÷ëåíîâ ðÿäà íå âëèÿåò íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü).

3. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ X è ÷èñëî M > |x|. Òîãäà x ∈ XM .
Ïîñêîëüêó âñå ÷ëåíû èñõîäíîãî ðÿäà íåïðåðûâíû íà XM è ðÿä ñõîäèòñÿ
íà ýòîì ìíîæåñòâå ðàâíîìåðíî, òî, ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ñóììû
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà, ñóììà èñõîäíîãî ðÿäà íåïðåðûâíà íà XM , à çíà-
÷èò è â òî÷êå x.

Îòâåò. Ðÿä ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X = R\{±1,±2, . . . }. Ñóììà ðÿäà
íåïðåðûâíà íà X.

Çàìå÷àíèå. Íà ïðèìåðå ïðåäûäóùåé çàäà÷è âèäíî, ÷òî ñóììà ðÿäà
ìîæåò áûòü íåïðåðûâíîé è â òîì ñëó÷àå, åñëè íå âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
î íåïðåðûâíîñòè ñóììû ðÿäà âûïîëíåíû íà âñåì ìíîæåñòâå ñõîäèìî-
ñòè. Äåéñòâèòåëüíî, íà X = R \ {±1,±2, . . . } ðÿä

∑∞
n=1

arctgn
n2−x2 ñõîäèòñÿ

íåðàâíîìåðíî, èáî supx∈X |arctgnn2−x2 | = +∞, ñëåäîâàòåëüíî îáùèé ÷ëåí ðÿäà
íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íóëþ, òåì ñàìûì íàðóøåíî íåîáõîäèìîå óñëî-
âèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà. Òåì íå ìåíåå ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà
íà ìíîæåñòâå X. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíûé âàðèàíò
òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè: äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X ñòðîèòñÿ òàêàÿ åå
îêðåñòíîñòü (â äàííîì ñëó÷àå ýòî XM = X ∩ (−M,M) äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî M), â êîòîðîé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïî òåîðåìå î íåïðå-
ðûâíîñòè ñóììà èñõîäíîãî ðÿäà íåïðåðûâíà â ýòîé îêðåñòíîñòè, à çíà÷èò
è â òî÷êå x.

Çàäà÷à 11 (5, âàð. 14) Íàéòè ìíîæåñòâî X ñõîäèìîñòè ðÿäà∑∞
n=1

e−n
2x3

n
è èññëåäîâàòü åãî ñóììó íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà

ìíîæåñòâå X.
Ðåøåíèå. 1. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà � èíòåð-

âàë (0,+∞). Ïóñòü an(x) = e−n
2x3

n
. Åñëè x ≤ 0, òî an(x) ≥ 1

n
, çíà÷èò

èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ. Åñëè æå x > 0, òî

limn→∞
n
√
an(x) = limn→∞

e−nx
3

n√n = 0, ñëåäîâàòåëüíî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèò-
ñÿ ïî ïðèçíàêó Êîøè. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä ñõîäèòñÿ ⇐⇒ x > 0.

2. Ïóñòü S(x) =
∑∞

n=1 an(x). Ïîêàæåì, ÷òî S(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà
èíòåðâàëå (0,+∞). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû î ïî÷ëåííîé äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ

∑∞
n=1 a

′
n(x)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå [α, β], ãäå 0 < α < β < +∞. Ïî-
ñêîëüêó |a′n(x)| = 3nx2e−n

2x3 ≤ 3nβ2e−n
2α3

= cn äëÿ ëþáîãî x ∈ [α, β],
ïðè÷åì limn→∞

n
√
cn = limn→∞

n
√
3nβ2e−nα

3
= 0, òî ðÿä

∑∞
n=1 cn ñõîäèòñÿ

35



ïî ïðèçíàêó Êîøè, ñëåäîâàòåëüíî ðÿä
∑∞

n=1 a
′
n(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

íà îòðåçêå [α, β] ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà.
Îòâåò. Ðÿä ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X = (0,+∞), ñóììà ðÿäà äèôôå-

ðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå X.
Çàäà÷à 12 (6, âàð. 13) Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà∑∞
n=1

(n!)2

(2n)!
(x− 3)3n+1.

Ðåøåíèå. Èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ⇐⇒ ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
(x− 3)3n. (3.4)

Ñäåëàåì çàìåíó y = (x− 3)3 è èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
yn. (3.5)

Ïóñòü an = (n!)2

(2n)!
, R � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (3.5). Òîãäà

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n!)2(2n+ 2)!

((n+ 1)!)2(2n)!
= lim

n→∞

2(2n+ 1)

n+ 1
= 4,

ñëåäîâàòåëüíî ðÿä (3.5) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè |y| < 4 è ðàñõîäèòñÿ ïðè
|y| > 4. Ïðè |y| = 4 èìååì∣∣∣∣an+1y

n+1

anyn

∣∣∣∣ = 2n+ 2

2n+ 1
> 1,

òàêèì îáðàçîì ðÿä (3.5) ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê îáùèé ÷ëåí íå ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ðÿä (3.5) ñõîäèòñÿ ⇐⇒ |y| < 4. Îòñþäà ðÿä
(3.4), à ñëåäîâàòåëüíî è èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ⇐⇒ |x−3|3 < 4, òî åñòü
x ∈ (3− 3

√
4, 3 + 3

√
4).

Îòâåò. Ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà � èíòåðâàë x ∈ (3− 3
√
4, 3 + 3

√
4).

Çàäà÷à 13 (6, âàð. 19) Ðàçëîæèòü â ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïå-
íÿì x ôóíêöèþ f(x) = x ln(x+

√
x2 + 2). Óêàçàòü, ãäå ðàçëîæåíèå

ñïðàâåäëèâî.
Ðåøåíèå. Ïóñòü g(x) = ln(x+

√
x2 + 2). Òîãäà

g′(x) =
1√

x2 + 2
=

1√
2

(
1 +

x2

2

)− 1
2

.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì

(1 + y)−
1
2 = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n (2n− 1)!!

(2n)!!
yn, (3.6)

è ó÷òåì, ÷òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (3.6) ðàâåí 1. Áåðÿ
y = x2

2
â ðàçëîæåíèè (3.6), èìååì

g′(x) =
1√
2
+
∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)!!

2n+1/2(2n)!!
x2n, (3.7)

ïðè ýòîì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (3.7) ðàâåí
√
2. Ïî-

ñêîëüêó ïðè ïî÷ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè íå ìåíÿåòñÿ,
òî

ln(x+
√
x2 + 2)− ln

√
2 =

∫ x

0

g′(t)dt =
x√
2
+
∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)!!

2n+1/2(2n)!!(2n+ 1)
x2n+1,

x ln(x+
√
x2 + 2) = x ln

√
2 +

x2√
2
+
∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)!!

2n+1/2(2n)!!(2n+ 1)
x2n+2, (3.8)

ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå (3.8) ñïðàâåäëèâî ïðè |x| <
√
2, à ïðè |x| >

√
2

ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàñõîäèòñÿ. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ýòîãî ðÿäà ïðè
|x| =

√
2. Îí áóäåò ñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ðÿäîì

∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)!!

2n+1/2(2n)!!(2n+ 1)
2n+1 =

√
2
∞∑
n=1

(−1)n (2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)
=
∞∑
n=1

(−1)nbn,

ãäå bn =
√
2 (2n−1)!!
(2n)!!(2n+1)

. Ïîñêîëüêó limn→∞ n
(

bn
bn+1
− 1
)

= 3
2
> 1, òî ðÿä∑∞

n=1 bn ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ðààáå, ñëåäîâàòåëüíî ðÿä (3.8) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî ïðè |x| =

√
2. Èç âòîðîé òåîðåìû Àáåëÿ è íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè f(x) ïðè x = ±
√
2 ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçëîæåíèå (3.8) ñïðàâåäëèâî

ïðè |x| ≤
√
2.

Îòâåò. x ln(x +
√
x2 + 2) = x ln

√
2 + x2√

2
+
∑∞

n=1
(−1)n(2n−1)!!

2n+1/2(2n)!!(2n+1)
x2n+2,

ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè |x| ≤
√
2.
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Ãëàâà 4

Îòâåòû

Âàðèàíò 1. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 3. Ïðîèçâåäåíèå
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî. 5. Ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà (0, 2π). 6.

f(x) = (x+ 2) ln(x+ 2) = 2 ln 2 + x(ln 2 + 1) +
∞∑
n=2

(−1)n

2n−1(n− 1)n
xn,

−2 ≤ x ≤ 2 (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî f(−2) = limx→−2+0 f(x) = 0).
Âàðèàíò 2. 1. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðîèç-

âåäåíèå ðàñõîäèòñÿ. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ
íåðàâíîìåðíî. 5. X = R, ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà íà X. 6.

(x+ 1) sin3 x =
∞∑
n=2

(−1)n−1 3− 32n−1

4(2n− 1)!
x2n−1 +

∞∑
n=2

(−1)n−1 3− 32n−1

4(2n− 1)!
x2n.

Âàðèàíò 3. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ ⇐⇒ a 6= 0. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
3. Ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ óñëîâíî ïðè a = 0 è ðàñõîäèòñÿ ïðè a 6= 0.
4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. 5. X =
(−1, 1), ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà íà X. 6.

2x+ 3√
3x+ 4

= 1 +
1

2
(x+ 1) +

∞∑
n=2

(−1)n−1(2n− 3)!!

(2n)!!
3n−1(3− 2n)(x+ 1)n,

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ðàâåí 1
3
.

Âàðèàíò 4. 1. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 3. Ïðîèçâåäåíèå
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ
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íåðàâíîìåðíî. 5. Ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà íà (0, 2π). 6.

1

3
arctg

x2

1− x4
+

2

3
arctg x2 =

∞∑
n=0

(−1)n

6n+ 1
x12n+2 +

∞∑
n=0

(−1)n

6n+ 5
x12n+10,

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ðàâåí 1.
Âàðèàíò 5. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ ⇐⇒ α < −2. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî.

3. Ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè α > 1, óñëîâíî ïðè α ∈ (1
2
, 1].

4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. 5. X =
[0,+∞), ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà íà X. 6.

d2

dx2

(
x ln

1 + x2

1− x2

)
=
∞∑
n=0

(16n+ 12)x4n+1,

ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà � èíòåðâàë (−1, 1).
Âàðèàíò 6. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ. 2 Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðîèçâåäåíèå

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè p > 1, óñëîâíî ïðè p ∈ (1
2
, 1]. 4à) Ðÿä ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî. 4á) Ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. 5. X = (1
4
, 4), ñóììà ðÿäà

íåïðåðûâíà íà X. 6.

arccos
x√

9 + x2
=
π

2
+
∞∑
n=0

(−1)n+1

(2n+ 1)32n+1
x2n+1,

ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè � îòðåçîê [−3, 3].
Âàðèàíò 7. 1. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðîèç-

âåäåíèå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè α > 1, óñëîâíî ïðè α ∈ (1
2
, 1]. 4à) Ðÿä

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á) Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 5. X = R, ñóììà
ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà X. 6.

arctg
2− x
x

=
π

4
+
∞∑
n=0

(−1)n+1

2n+ 1
(x− 1)2n+1,

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ðàâåí 1.
Âàðèàíò 8. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. 3. Ïðîèç-

âåäåíèå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè α > 1, óñëîâíî ïðè α ∈ (0, 1]. 4à). Ðÿä
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. 5. X = (1,+∞),
ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà X. 6. [−5

4
,−3

4
).

Âàðèàíò 9. 1. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðîèçâå-
äåíèå ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ
íåðàâíîìåðíî. 5. Ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà (0, 2π). 6.

(
−10

3
,−8

3

)
.
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Âàðèàíò 10. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðîèçâå-
äåíèå ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî. 5. X = (0,+∞), ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà X.
6. (0, 2).

Âàðèàíò 11. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðîèçâå-
äåíèå ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 4à) Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á) Ðÿä ñõîäèòñÿ
íåðàâíîìåðíî. 5. Ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà íà (0, π). 6.

ln(x+
√
4 + x2) = ln 2 +

x

2
+
∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)!!

22n+1(2n)!!(2n+ 1)
x2n+1,

ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè x ∈ [−2, 2].
Âàðèàíò 12. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðîèçâå-

äåíèå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè α > 1, óñëîâíî ïðè α ∈ (1
2
, 1]. 4à). Ðÿä

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 5. X = (1,+∞),
ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà íà X. 6.

x

(1− x)3
=
∞∑
n=0

(n+ 1)(n− 2)

2n+4
(x+ 1)n,

ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî íà èíòåðâàëå (−3, 1).
Âàðèàíò 13. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè a >

1, óñëîâíî ïðè a ≤ 1 . 3 Ïðè a > 0 ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî
äëÿ ëþáîãî b, ïðè a = 0 ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ óñëîâíî ïðè b > 0 è
ðàñõîäèòñÿ ïðè b = 0. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî. 5. X = R, ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà íà R \ 0 è ðàçðûâíà â
íóëå. 6. (3− 3

√
4, 3 + 3

√
4).

Âàðèàíò 14. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè a > 1
2
,

óñëîâíî ïðè a ∈ (0, 1
2
] . 3. Ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè |x| ≤ 1,

ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| > 1. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ
íåðàâíîìåðíî. 5. X = (0,+∞), ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà X. 6(
1− 1√

5
, 1 + 1√

5

)
.

Âàðèàíò 15. 1. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðîèçâå-
äåíèå ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ
íåðàâíîìåðíî. 5.X = [0,+∞), ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà (0,+∞).
6.

ln(x2 + 5x+ 6) = ln 2 +
∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(
1 +

1

2n

)
(x+ 1)n,
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x ∈ (−2, 0].
Âàðèàíò 16. 1. Ðÿä ñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 3. Ïðîèçâåäåíèå

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè p > 1, óñëîâíî ïðè p ∈ [1
2
, 1]. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. 5. X = R \ N, ñóììà ðÿäà
íåïðåðûâíà íà X. 6. (−4,−2).

Âàðèàíò 17. 1. Ïðè a > 0 ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî p, ïðè a < 0 ðÿä
ðàñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî p, ïðè a = 0 ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ
ïðè p ≤ 1. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðîèçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ . 4à).
Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á) Ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. 5. X = R,
ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà X. 6.

3− 8x

6x2 − 5x+ 1
=
∞∑
n=0

(
2n+1 + 3n

)
xn,

x ∈
(
−1

3
, 1
3

)
.

Âàðèàíò 18. 1. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðî-
èçâåäåíèå ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 5. X = (0,+∞), ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà
X. 6.

3x+ 8

(2x− 3)(x2 + 4)
= −

∞∑
n=0

2n+1

3n+1
xn +

∞∑
n=0

(−1)n+1

4n+1
x2n+1,

x ∈
(
−3

2
, 3
2

)
.

Âàðèàíò 19. 1. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðî-
èçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ. 4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî. 5. X = (0,+∞), ñóììà ðÿäà äèôôåðåíöèðóåìà íà X. 6.

x ln(x+
√
x2 + 2) = x ln

√
2 +

x2√
2
+
∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)!!

2n+1/2(2n)!!(2n+ 1)
x2n+2,

x ∈ [−
√
2,
√
2].

Âàðèàíò 20. 1. Ðÿä ðàñõîäèòñÿ. 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. 3. Ïðî-
èçâåäåíèå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè |x| < 1, ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| ≥ 1.
4à). Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. 4á). Ðÿä ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî. 5. X =
R \ {±1± 2 . . . }, ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà íà X. 6.

ln
2x+ 1

x+ 1
= ln

3

2
+
∞∑
n=1

(−1)n−1

n

4n − 3n

6n
(x− 1)n,

−1
2
< x ≤ 5

2
.
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